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自从 爱 因 斯 坦 1915 年 发 表 广 义 相对 论 的 著名 论文 以 来 , 张 量 分 析 在 理论 物理 中 占有 
突出 重要 的 地 位 。 以 后 , 张 量 分 析 在 物理 学 发 展 中 起 了 重要 作用 。 同 时 , 反 过 来 ,来 自 物 
理学 (相对 论 , 场 论 ) 的 概念 也 促进 了 张 量 分 析 的 发 展 。 

近 二 十 多 年 来 连续 介质 力学 的 发 展 又 重复 着 同一 个 历史 。 今 天 ,不 娄 悉 张 量 分 析 的 
人 阅读 连续 介质 力学 的 文献 是 很 困难 的 ,有 时 甚至 是 不 可 能 的 。 张 量 分 析 与 微分 几何 学 
一 些 分 支 已 经 渗透 到 连续 介质 力学 中 来 。 正 如 W. Fligge 所 说 ,有 了 张 量 分 析 ,连续 介质 
力学 就 如 鱼 得 水 。 

本 书 主要 是 为 学 习 连 续 介质 力学 等 作 必要 的 准备 ,因此 主要 限于 三 维 欧 氏 空间 的 讨 
论 。 在 写作 本 书 过 程 中 主要 参考 书 见 参考 书目 。 

本 书 曾 用 作 1981 一 1983 年 清华 大 学 研究 生 教材 。 虽 惫 数 易 其 稿 , 但 可 能 仍 有 错误 ， 
欢迎 读者 指正 。 挑 振 汉 与 顾 理 琳 同志 曾 参与 第 一 稿 的 部 分 章节 整理 ,在 此 对 姚 扒 汉 同志 
表示 感谢 ,对 顾 琴 琳 同 志和 表示 起 念 。 


本 书 自从 1986 年 第 1 版 发 行 以 来 ,很 快 告 髓 。 有 些 兄弟 院 校 只 好 用 胶印 版 满 是 教学 
急需 。 合 北 亚 东 书 局 在 1992 年 发 行 了 繁体 字 版 本 。 现 作者 集 近 二 十 年 来 在 清华 大 学 讲 
返 本 课程 及 " 非 线性 连续 介质 力学 “固体 本 构 关 系 " 等 相关 课程 的 教学 实践 经 验 ,对 第 1 
版 做 了 以 下 改进 与 补充 ， 

(1} 将 原 书 第 1、 第 2 两 章 合 并 为 第 1 章 " 矢量 与 张 量 "。 将 原 书 第 3 章 “ 一 阶 张 量 " 改 
为 第 2 章 。 原 书 第 4、 第 5 两 章 合并 为 第 3 章 * 张 量 函 数 及 其 导数 "。 第 7、 第 8 两 章 台 并 
为 第 4 章 "曲线 坐标 张 量 分 析 "。 这 些 章 的 部 分 内 容 进 行 了 删节 增补 与 改进 。 新 增 第 5 
章 “ 曲 面 上 的 张 最 分 析 "。 将 原 书 第 9 章 改 为 第 6 章 “ 张 量 场 流 数 对 参数 ! 的 导数 "。 

(2) 全 书 增加 了 较 多 的 应 用 实例 与 习题 , 原 书 第 5 章 “ 力 学 中 的 常用 张 量 " 不 再 作为 
单独 的 一 章 , 其 内 容 分 别 列 入 有 关 章 节 作 为 例子 。 

(3] 在 第 2 章 “ 二 阶 张 量 " 中 增加 了 “正则 与 退化 的 二 阶 张 量 " 一 节 , 增 加 了 关于 任意 
二 阶 张 量 独立 不 变量 个 数 的 讨论 。 

{4) 在 第 4 章 * 曲 线 坐标 张 量 分 析 " 中 增加 Bianchi 恒等式 的 内 容 , 增 加 正 交 曲线 坐标 
系 中 单位 矢量 求 导 公式 及 其 相关 内 容 。 

(5} 新 增 第 5 章 " 曲 面 上 的 张 生 分析” 中 包含 了 曲面 微分 几何 的 基本 知识 ,曲面 的 基 
本 方程 ,曲面 上 张 量 场 疯 数 的 导数 以 及 等 距 曲 面 等 内 容 。 

(6) 第 6 章 * 张 重 场 函数 对 参数 上 的 导数 "补充 了 连续 介质 力学 的 许多 基本 概念 ,把 
本 章 内 容 与 连续 介质 力学 的 基本 概念 联系 起 来 ,还 新 增 了 “ 张 量 场 函数 在 域 上 积分 的 导 
数 " 的 内 容 。 
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第 1 章 矢量 与 张 量 


1.1 矢量 及 其 代数 运算 公式 


1.1.1 矢量 

在 一 维 Euclidean 空间 中 .矢量 是 具有 大 小 与 旋 向 有 旦 满足 一 定 规 则 的 实体 ,用 黑体 字 
由 表示 ,例如 4.w,w 等 。 它们 所 对 应 失 景 的 大 小 ( 称 为 模 , 值 ) 分 别 用 |u| ,|v|,iw: 表 
小 。 称 模 为 零 的 矢 最 为 零 矢 最 ,用 0 类 未 。 称 与 矢量 模 相 等 而 方向 相反 的 舌 量 为 & 的 
人 负 拓 量 , 用 一 4 表示。 矢量 满足 以 下 规则 : 

(1) 相等 : 鸯 个 矢量 具有 相同 的 措 和 方向 , 则 称 这 两 个 矢 芝 相等。 邑 ,一 个 矢量 做 平 
行 于 其 自身 的 移动 则 这 个 矢量 不 变 。 

(2) 矢量 和 和: 按照 平行 沿边 形 法 则 定义 矢量 利 ， 
同一 空间 中 两 个 矢量 之 和 仍 是 该 空间 的 矢量 。 如 


图 1.1 未 。 
秋 量 利 满足 以 下 规则 ， 图 1.1 矢量 和 的 平行 下边 形 法 则 
交换 律 ， uD = 十 4 (11) 
结合 律 ， 《了 十 各 十 庚 二 如 十 人 各 十 证 ) (1, 1.2) 
由 矢量 和 与 负 和 所 量 述 可 以 定义 和 失明 差 : 
| (1, 1.3) 
并 且 有 
4 十 (一 丰 一 (1.1.4) 


(3) 数 乘 矢量 : 设 a,5 等 为 实数 ,矢量 上 梯 实数 4 俏 是 问 一 空间 的 矢量 , 记 作 % 二 an， 
其 人 宣 久 是 ; 9 是 与 站 基线 由 模 为 让 前 w 售 , 当 a 为 不 值 时 vw 与 中间 向 ,a 为 负 值 对 与 & 友 
癌 ,a 为 零 时 为 零 笑 基数 乘 矢 量 满足 以 下 规则 ; 


分 配 律 : (局 二 直下 二 下 十 中 (1.1.5a) 
atHt youutav ‘1. 1.35b) 
结合 律 ; albu) =abu (1.1.6) 


由 矢量 关于 求 和 与 数 乘 杉 种 运算 的 封闭 性 由 知 ,属于 同一 空间 的 矢 晶 组 ww (i=1， 
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2,…, 了 的 线性 组 合 > au, 仍 为 该 空间 的 矢量 ,此 处 w, 是 实数 。 矢 量 组 由 ,ze ，… ,ui 线 
性 相关 是 指 存在 一 组 不 全 为 堆 的 实数 avar，wery 全 得 


> anu; 二 0 


t=1 


线性 无 关 : 者 有 矢量 组 三 ;ass 当 且 仅 当 a 二 00 二 112,…,/) 时 , 才 有 


村 
2 oj 一 全, 则 称 这 组 J 个 矢量 是 线性 无 关 的 ， 


维 数 : 一 个 矢量 空间 所 包含 的 最 大 线性 无 关 矢量 的 数目 称 为 该 矢量 空间 的 维 数 。 显 
然 ,三 维 空间 最 多 有 3 个 线性 无 关 的 矢量 ,平面 最 多 有 2 个 线性 无 关 的 矢量 。 在 4 维 恋 间 
中 ,可 以 根据 解决 物理 问题 的 需要 选择 * 个 线性 无 关 的 基 矢 量 , 而 任 一 矢量 可 用 个 基 矢 
量 的 线性 组 合 来 表示 。 

三 维 空间 的 稍 卡 儿 坐 标 系 +,y,z 中 ,选择 一 组 正 交 标准 化 基 i,j ,分 别 为 沿 zy 
轴 的 单位 矢量 。 任 一 矢量 "可 以 表示 为 这 组 正 交 标准 化 基 的 线性 组 合 ， 

v= Vio tuk C1, 1.7) 

许多 物理 量 都 是 矢量 ,满足 前 述 定义 和 式 (1, 1.1)~(1.1.6) 的 规则 。 例 如 速度 、 加 束 

度 . 力 ,电场 等 。 


1.1.2 点 积 
定义 两 个 矢量 下 与 的 点 积 


Fev= |Fi|v ;cos(F,v) {1, 1.8) 
式 中 (F,V) 表 示 下 与 0 的 夹 角 ,如 图 1.2 所 示 。 
如 果 上 二 ,wv 方 向 的 单位 矢量 分 别 为 ej 和 e,, 则 由 (1,1.8) 式 知 ,F 
在 中 上 的 投影 是 e,, 而 gv 在 FF 上 的 投影 是 wv:e;, 所 以 
Fry= .vtF.e) = |F|(v'e,) 
由 (1. 1. 8) 式 与 基 矢 量 的 正 交 性 可 知 


Frv= Fv Fwy+t Pv 1.1.9) 图 1.2 两 个 矢量 的 点 积 
当下 表示 力 ,v 表示 位 称 (速度 ) 时 ,FF，v 表示 功 (功率 )， 
两 个 矢量 的 点 积 服从 以 下 规则 ， 
交换 律 ; H+ (1.1. 10) 
分 配 律 : FF (十 四 = 下 ,ae 十 Fu (1,1.11) 
正定 性 ， u* WH0 (1.1.12) 
且 ED 当 且 榴 当 二 0 


Schwartz 不 等 式 ， wv S|u| vy | (1.1, 13》 
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1.1.3” 叉 积 
两 个 矢量 wn 和 w 的 叉 积 ( 也 称 为 拓 积 ) 是 冬 直 于 ww 构成 的 平面 的 另 一 个 矢量 。 定 义 
LL 
i jj | 
= Iu wu, Kel {1, 1. 14) 
Ww 为 季 直 于 & ,所 在 平面 的 矢量 ,其 方向 符合 右手 规则 ,如 图 1.3 所 示 。 
叉 积 的 模 为 
luaxv|= fai |v |sintu, vo) (1.1,15) 
式 中 sintw,9) 滨 0。 奖 换 及 积 的 顺序 , 则 及 积 版 号 
HO 一 UX (1.1.16) 
久 积 也 满足 分 配 律 


Fx(u+ov)— FxutFxv {1,1,17) 
又 积 的 物理 意义 是 ， 其 模 等 于 以 两 个 矢量 为 边 构成 的 。 图 ” 丙 咎 矢 虹 的 各 
平行 四 边 形 的 面积 ,其 方向 垂直 于 该 平行 四 边 形 所 在 平面 。 
三 个 矢量 的 二 重 六 积 满足 以 下 恒等式 
HX (VXW) = (Hr: WO (Hr VW C1.1,18) 
由 上 式 可 证 丸 积 不 满足 结合 律 
uX(tvXH) 天 《下 其 可 区间 


1.14 混合 积 
定义 三 个 矢量 u,v ,w 的 混合 积 是 


[uvw l= (Xv) WwW= ur (vWD 


{1,1.19) 


若 更 换 三 个 矢量 在 混合 积 中 的 次 序 ,应 满足 
[mp]= [vowuj= Cwuv | 
=— [vw]=— [uwv =— [ww uj (1, 1. 20) 
可 以 证 明 , 混 合 积 的 物理 意义 是 以 a#,v,w 为 三 个 楼 边 所 图 成 的 平行 六 面体 的 体积 。 
(1 19) 与 (1,1. 20) 式 还 决定 了 当 w,v 1,w 构成 右手 系 时 ,该 平行 六 面体 的 体积 为 
正 号 。 
利用 (1.1.9) 式 与 (1. 1. 19) 式 还 可 以 证 明 , 由 三 个 矢量 的 两 两 点 积 所 构成 的 行列 式 等 
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于 三 个 矢 晶 所 构成 的 体积 的 平方 。 即 
Ur ev HW 


vu vrvo vwl= yo wl] (1.1,21) 


Wi Wo Ww 


用 同样 方法 可 以 证 明 
和 


人 [人 ] (1, 1, 22) 


. 


We We We 
式 中 vw 和 ww ,wv ,w 都 荐 任意 矢量 。 
例 1.1 利用 矢量 方法 求证 平面 几何 中 的 余弦 定理 
他 一 好 十 开 一 28p8co8sf 
证 明 用 矢 其 a,b,c 表示 三 角形 的 三 条 和 边 BC,CA,BA;A,B,C 宸 示 三 角形 的 三 个 
项 和 朋 。 则 4 


c= a—b ce 

c=e*et= ath tab) 一 A 
=a*abrbi+2arb “ 
a 2abcos(r—C) 1.4 平面 几何 中 的 余 茂 定理 


= a 二 2abeosC 
例 1.2 求证 球面 三 前 形 中 的 余 荡 定理 ， 


cosa = cos Beosy 十 sin 有 sin ycosA 
en re 


角 ,A 为 大圆 弧 B4 与 CA 所 在 平面 的 夹 角 。 

证 上 明 ” 设 妹 心口 至 半径 为 1 的 球面 上 3 点 A,B， 
己 的 失 径 为 a,byeycosa= 二 Bb， ce, cos 月 -gaveycosy 一 
avB, 过 4C 大圆 所 在 平面 的 法 向 单位 矢量 为 
《aXe)/sinp, 过 AB 大圆 所 在 平面 的 法 向 单位 矢量 为 
(aX 疏 /siny, 它 们 之 间 的 夹 角 等 于 A 角 。 敬 


(axb_ (axe) 
siny sinp 


cosA 一 


图 1.5 球面 三 角形 中 的 剑 荡 定理 因而 
(a xb axe) = siny sing cosA 
Xx ax axe)=a* (bx (taxe) =ar [tb* ah ae] 


=(b:reotara)— (a c(h a)=cost—cos cosy 
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破 Sin siny cosA = cosa— cosp cosy 
即 cosg= cosh cosy 十 sinpg siny cosA 

例 1.3 以 角速度 mw 绕 定 轴 转 动 的 刚体 土 每 一 点 都 绕 荐 该 轴 伍 圆周 运动 ,单位 时 间 
内 转动 的 角度 为 n, 求 用 矢量 丸 积 表示 刚体 上 任 一 点 
的 线 速度 w 。 

解 将 坐标 原点 口 设 在 旋转 轴 上 ,由 口 点 至 了 点 
的 矢 径 > 亲 以 描述 刚体 上 任 一 点 了 的 位 置 。 用 矢量 w 
表示 角 巡 度 , 其 大 小 等 于 。%: 方 向 沿 旋转 轴 且 与 旋转 方 
向 之 间 满 足 右 手 定 则 。 了 点 到 定 轴 的 距离 为 dd。 

过 记 点 作 迄 直 丁 定 轴 的 平面 ,与 轴 交 点 为 忆 , 则 了 
点 做 该 平面 内 绕 心 的 圆周 运动 ,速度 v 的 方向 为 点 
处 沿 该 圆周 的 切线 方向 。 即 


2 人 图 1. 6 伐 定 轴 转 动 的 刚体 
四 的 太 小 为 wd 
|v |= wrsind = wd 
因此 y=w Xr 


1.2 ”和 斜 角 直线 坐标 系 的 基 矢 量 与 矢量 分 量 


为 便于 定量 求解 某 个 物理 问题 ,人 们 党 需要 选择 不 同 的 坐标 系 撒 述 物理 量 及 其 服从 
的 客观 规律 。 除 熟悉 的 笛 卡 儿 坐标 系 外 ,还 可 以 选择 非 正 交 的 或 非 直线 坐标 系 ;我 们 将 介 
绍 更 一 般 的 坐标 系 以 及 矢量 与 张 量 的 非 笛 卡 此 分 量 。 本 节 将 先 介 绍 斜 角 直 线 坐 标 系 。 


1.2.1 平面 内 的 任 角 直线 坐标 系 


图 1.? 示 出 半 面 内 直线 坐标 系 x ,zx ,坐标 线 互 不 正 交 , 夹 角 为 8(Y<r)， 车 选 沿 这 
与 x 举 标 线 的 参考 矢量 外 与 gs (它们 可 以 不 是 单位 矢量 ), 则 任意 矢量 己 可 以 用 它 对 多 
与 名 分 解 的 分 矢量 已 8 与 Pg: 之 和 表示 : 


2 
P=Pg+Pg = Pg,= Pog， (1.2.1) 


式 中 户 与 P 称 为 矢量 了 的 分 量 。 上 式 中 最 后 的 天 达 式 省 略 了 求 和 号 , 妈 玉 用 了 爱 因 斯 
坦 (Einstein) 求 和 约定 。 其 中 a 称 为 哑 指 标 ,满足 以 下 规则 。 

唾 指 标 规则 

(1) 在 同一 项 中 ,以 -- 个 上 指标 与 一 个 下 指标 成 对 地 出 现 ,表示 遍历 其 取信 范围 求 
和 。 在 本 书 中 ,规定 希 文 字母 指标 (如 ,8 等 ;) 用 于 二 维 问题 , 取 值 1 与 2; 而 拉丁 文字 母 指 
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标 (如 ij 等 ) 用 于 三 维 问题 , 取 值 1,2,3。 
(2) 每 一 对 唾 指标 的 字母 可 以 用 相同 取 值 范围 的 男 一 对 字母 任意 代 换 ,其 意义 不 
变 。 如 
p= P'g, = Pgs (1.2. 1a) 
当选 定 参 考 矢 量 向 与 后 ,用 初等 代数 的 方法 可 以 狂 定 任意 矢量 的 分 量 已 与 严 。 
设 引 信 沿 zx! 与 民 的 单位 矢量 二 与 二 , 则 有 
bil=i*i=1, = i 二 cop 关 0 《1. 2. 2a) 
= pi, g: = | gs |i (1. 2. 2b) 
与 笛 卡 儿 誉 标 系 不 同 , 因 中 与 g; 不 是 单位 所 量 且 不 正 交 , 故 矢量 P 在 g,(4a 一 1,2) 上 的 投 
影 不 等 于 它 的 分 量 ， 
P'i=P |g|t+P’|g |cos® 
P.ii=P'|g |cosgt+ P:|g;| 
由 P，ih 与 P ,i 表述 了 与 户 的 表示 式 需 通过 解 联 立 代数 方程 (i. 2.3) 式 得 到 ,最 
然 是 不 方便 的 。 为 此 ,引信 一 对 与 g(a 一 1,2) 对 侦 的 参考 矢量 g(a 二 1,2) ,满足 
中 (1, 2. 4a) 
g *B=g'R=| (1, 2. 4b) 
上 式 表 示 g 与 gs.8 与 甸 分 别 互 相 还 交 。 而 由 图 1.? 知 ,与 8g118 与 8 的 夹 角 部 是 锐 
角 , 且 为 /2 一 pg( 当 为 锐角 ) 或 9xi2( 当 为 钙 角 ), 故 


;1 1 2 1 
有 人 
称 参 考 矢量 & 为 协 变 基 矢 量 ,与 其 对 偶 的 参考 矢量 尽 (8= 1,2) 为 造 密 基 矢量 ， 它们 之 间 
所 满足 的 美 系 式 (1, 2. 4a,b) 可 以 统一 写成 对 从 条件 
gp = (ap= 1,2) (1. 2. 4) 


(1, 2,. 3) 


(1, 2, 5) 


《人 b) 甲 > 要 
平面 内 的 斜 角 直线 坐标 系 
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式 中 3 称 为 Kroneeckecr 5, 其 值 为 

， 1! 当 =8 

一 | wa (1.2.6) 
由 (1.2,4) 式 可 以 从 协 变 基 失 量 唯一 地 确定 逆 灾 基 矢量 ,反之 亦 然 。 以 后 对 于 每 个 坐标 系 
都 将 引 人 这 两 组 互 为 对 侦 的 基 矢 量 ,并 且 用 下 标 与 上 标 区 别 协 变 与 逆 变 指标 。 利 用 它们 
及 对 侦 关 系 式 (1. 2.4) 可 以 方便 地 求 和 撩 量 的 分 时 ,不 青 需要 求解 方程 组 (1.2.3)。 如 
《1.2. 1) 式 中 矢量 对 协 变 基 矢量 g. 分 解 的 分 量 了 "( 称 为 矢量 P 的 逆 变 分 量 ): 

PL 一 Pig， P=Prg’ 


或 统一 写成 
P=P.pg (a= 1 ,2) C1. 2,7) 
矢量 了 还 可 以 对 逆 变 基 矢 量 gf 分 解 : 1 
P—Ppge Pg = Pg’ (C1, 2. 8) 


Ps 称 为 矢量 P 的 协 变 分 量 。 将 上 式 左右 点 积 协 变 基 矢量 8 (e 一 1,2), 并 利用 对 侦 关系 


(1. 2. 4) 可 以 方便 地 求 得 矢量 的 协 变 分 量 ; 
Pig=P, (a=1,2) (1. 2.9) 

自由 指标 “在 (1. 2.4),(1.2.7),(1.2.9) 式 中 出 现 的 指标 符号 满足 以 下 规则 , 称 为 自 
内 指标 : 

(1) 一 个 指标 和 在 表达 式 的 各 项 中 都 在 同一 水 平 上 出 现 并 且 只 出 现 一 次 ,或 者 全 为 上 
标 , 或 者 全 为 下 标 。 表示 该 夫 达 式 在 该 自由 指标 的 维 取 值 范围 内 都 成 立 , 即 代 表 了 个 
表达 式 ， 

(2) 一 个 表达 式 中 的 某 个 自由 指标 可 以 全 体 地 换 用 相同 取 值 范围 的 其 它 字 母 , 意 义 
不 变 。 

本 小 节 中 定义 的 旺 指 标 , 和 由 指标 及 指标 符号 规则 同样 着 用 于 三 维 问题 ,并 且 贯 穿 于 
全 书 ， 读 者 应 热 练 掌握 指标 符号 表达 的 公式 与 不 用 指标 符号 表达 的 公式 之 间 的 互 搞 
关系 ， 

还 应 指出 的 是 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 基 矢 量 是 正 交 标准 化 基 , 一 组 协 变 基 矢 量 & 与 对 
应 的 逆 变 基 矢 量 e* 完全 重 人 台 ,不 需要 区 分 上 下 指标 。 此 时 ,并 且 只 有 在 此 时 , 哑 指 标 可 以 
林 分 上 下 。 例 如 在 笛 卡 外 系 中 可 以 写成 P= Pue。, 还 可 以 将 H 写 成 $4 等。 


1.2.2 三 维 空间 中 的 斜 角 直 线 坐 标 系 


1.2.2.1 斜 角 直线 坐标 系 
在 图 1,8 所 示 射 角 直 线 坐 标 系 Cx! ,zz3) 中 ,三 维 空间 每 一 点 以 《2 二 ,7 ) 表示。 
zi 面 为 给 定常 数 的 各 点 的 集合 ,是 互相 平行 的 坐标 平面 5 一 1,2,3 时 分 别 为 三 族 平行 的 坐 


已 
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标 平面 ,它们 互相 之 问 是 斜 交 的 。 仅 仅 x 变化 ,z? ,三 分别 取 一 系 旭 确定 值 的 各 点 的 集合 
是 一族 互相 平行 的 直线 , 称 为 x 坐标 线 ,x? , 安 侍 
标 线 也 以 同样 的 方法 定义 。 三 族 尚 标 线 是 斜 
交 的 。 

三 维 空间 点 的 位 置 部 以 用 坐标 原点 至 该 点 
的 条 径 Fr (x! ,x ,zx ) 表示 。 对 于 直线 坐标 系 ,r 
与 坐 林 成 线性 关系 ， 

T= rr rg = wh 
‘(1,2,10) 
土 式 中 8G 二 1,2,3) 分 别 是 沿 三 个 坐标 线 的 参考 矢量 ,在 直线 坐标 系 中 ,它们 的 大 小 与 
方向 都 不 随 空间 点 的 位 置 变化 。 
1.2.2.2 协 变 基 矢量 
由 (1.2, 10) 式 求 矢 径 对 坐标 的 微分 


图 1.8 三 维 空间 中 的 疼 角 直线 坐标 系 


由 = 和 dz — gida: (1. 2.11) 
将 矢 径 对 坐标 的 偏 导数 定义 为 协 变 基 矢量 g, , 称 为 自然 基 矢 量 。 即 
.一世 (1.2.12) 


协 变 基 矢 量 的 方向 沿 坐 标 线 正方 向 ,其 大 小 等 于 当 坐 标 工 有 1 单位 增 量 时 两 点 之 间 的 距 
离 。 因 三 个 坐标 线 非 共 面 , 故 

[gi Bi 8:]= 8 "(gr XEg) 0 
gi, gs ,bs 线性 无 关 。 当 gj ,82 +8 构成 右手 系 时 ,混合 积 为 正 值 , 记 


[和 把 和] 一 VEg (1. 2. 13) 
式 中 g 是 一 个 正 实数 ， 
1.2.2.3 逆 变 基 矢 量 
定义 一 组 3 个 与 协 变 基 失 量 g; 互 为 对 偶 的 逆 变 基 矢 量 8g’ ,满足 对 侦 条 件 : 
gg (j=1,2,3) (1. 2. 14) 


式 中 家 (i,j 二 1,2,3) 为 三 维 的 克 蜀 内 克 尔 
8, 其 定义 参考 01, 2, 6) 式 。51 枸 成 3X3 的 
单位 矩阵 。 

道 变 基 矢量 g 与 协 变 基 汞 量 的 关系 见 
图 1.9 示 ,其 方向 垂直 于 另 两 个 协 变 基 矢 量 
8;(i 考 j); 并 与 ;有 夹 角 gtg<7/2) 其 模 为 ”图 1.9 着 变 基 矢量 与 协 变 基 矢量 的 几何 关系 


Si 


; 于 
1 | 三 T 一 人 一 一 1.2.15 
el- Tre en 
今后 可 以 证 明 , 道 变 基 矢 量 8 实际 上 是 三 让 于 坐标 z 的 等 值 面 ( 即 爸 标 面 ) 的 梯度 ， 
到 一 gradri = Vx (1,2,16) 


1.2.2.4 由 协 变 基 矢 量 求 道 变 基 矢 量 
效 变 基 矢 量 根据 对 偶 条 件 (1, 2. 14)} 由 协 变 基 矢 量 唯一 地 确定 。 有 具体 计算 方法 有 以 下 
两 种 : 
法 1 因 g' 稚 直 于 与 i; 即 记 平行 于 gogs ;可 邻 庆 一 4gs X83: 利 用 (1.2.13) 与 
{1.2,]4) 式 ; 
= * EE! = ulgs X gi) " El = 
可 求 得 e。 故 


2 = J 4 EB) 


VE 
= Fe Xn) (1.2.17) 
电 = 8 Xx gi) 
法 2 将 道 变 基 矢 量 g' (1=1,2,3) 作 为 矢量 对 协 变 基 g, 分 解 : 
g' 一 Eg; (i = 1.2:3) (1, 2, 18) 
上 式 中 的 系数 的 构成 3X3 和 矩阵 ,由 式 (1.2.18) 和 式 (1.2.14) 知 
ye 1 (1, 2.19) 
同样 地 , 协 变 基 矢量 g 也 可 以 对 道 变 基 矢 量 gi 分 解 ， 
gi 一 gh’ (i = 1,2,3) 《1.2.20) 
且 有 
BB=b (li, ~=1,2,3) (1, 2.21) 
由 式 (1. 2.19) 与 式 (1. 3.21) 还 可 以 证 明 
Bj = Bi (1, 2.22) 


所 以 gi 与 g1 各 自 枸 成 3X3 的 对 称 矩 阵 。 由 对 偶 条 件 易 证 gr 与 所 的 矩阵 互 道 , 只 有 6 
个 独立 分 量 ; : 
B= gg = gi "B= (j=1,2,3) (1. 2. 23a) 
上 式 写成 矩阵 形式 为 
[全 = [es 《1. 2. 23b) 
此 处 ,本 书 中 以 [ ] 表 示 第 阵 , 矩 阵 元 素 的 前 指标 表示 行 号 ,后 指标 表 未 列 号 。 
已 知 坐 标 系 后 ,可 由 《1. 2. 12} 式 求 协 变 基 矢量 g;, 再 出 (1.2, 21) 式 求 gry 由 


如 ..- 
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《1.2. 23b) 臣 求 g7 ,最 后 由 (1. 2. 18) 式 求 送 变 基 矢 量 8 。 称 g,; 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 ， 
2" 为 度量 张 量 的 送 变 分 量 。 其 名 称 的 由 来 见 下 节 。 
8 的 行列 式 值 可 由 (1. 1. 21) 式 求 得 ， 
区 
1 
8 8 Bg Ba*k; 
由 (1, 1. 22) 式 与 对 侦 关 系 (1,2. 14) 式 知 ， 
l=dettg rg)=[g ge gllg gg gl] 
如 果 协 变 基 矢量 构成 右手 系 ,[g， gs gs ] 为 正 值 , 则 由 上 式 可 知 
| 1 
lg 8 8j= Fg -元 
[g 名 gE] 也 为 正 值 , 故 g,g:,g* 也 构成 右手 系 。 
在 管 卡 儿 上 坐标 和 标 中 ,指标 不 分 上 下 ,有 
Bi == (1,2,3) C1. 2. 26) 
利用 (1. 2, 25) 式 与 对 偶 关 系 (1, 2, 14) 式 ,与 证 明 (1. 2. 17) 式 相 类 似 地 可 得 
B= Vga XP) 
B= YEE XB8) (1. 2, 27) 


B= gg XE) 


det(y;) 一 = [gg Bg gl: = (1.2,24) 


(1. 2. 25》 


1.2.2.5 指标 升降 关系 
与 二 维 问题 相同 ,矢量 王 晓 可 对 协 变 基 ,又 可 对 逆 变 基 分 解 


P= Pg;= Pg’ C1, 2, 28) 

且 有 
P=P*g = Pg'*g = Pg (i 二 1,2,3) (1. 2. 29a) 
P=Pg= Peg = Pg (=1,2,3) (1. 2, 29b) 


(1. 2. 29) 的 两 式 称 为 矢量 分 量 的 指标 升降 关系 。 回顾 (0. 2.18) 式 与 (1. 2. 20) 式 ,可 以 恬 
现 基 矢 晤 也 有 类 似 的 指标 升降 关系 ,而 起 升 指标 作用 的 是 度量 张 量 的 逆 变 分 量 gii ,起 降 


指标 作用 的 是 度量 张 量 的 协 变 分 量 g, 。 
利用 指标 升降 关系 可 以 表示 斜 角 直线 似 标 系 中 两 个 矢量 的 点 积 ， 
WY Wy = Wy = Wg = Wigy (1. 2. 30) 
以 及 
la): = wu = gu = gaa (1.2,31) 
HD (1. 2. 32) 


costH Dw) 一 : 
ul lv Wu A 
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1.3 曲线 坐标 系 
1.3.1 曲线 坐标 系 


许多 物理 问题 的 定义 域 常 涉及 曲线 或 曲面 边界 ,为 便于 求解 经 常 引入 曲线 坐标 系 。 
三 维 空间 中 任意 点 卫 的 位 置 用 固定 点 至 该 点 的 矢 径 > 表示 , 矢 径 + 可 以 由 三 个 独 


立 参 量 zi 一 1,2,3) 确 定 
了 一 了 (rr {1. 3. 1) 
参量 x' 的 选择 要 求 : 在 x! ,x ,zw 的 定义 域内 ,xz 与 空 
间 所 有 的 点 能 够 一 一 对 应 ,x' 就 称 为 曲线 坐标 。 具 体 
表达 时 ,往往 借助 于 一 参考 的 笛 卡 儿 系 z，y,x 及 相应 
的 正 交 标准 化 基站 ,7 ,天 ,并 设 其 坐标 原点 取 在 口 点 ,如 
图 1.10 所 示 。 此 时 ,(1, 3.1) 式 可 写作 ， 
r= Tr yr TE yx TT + zr x ,Fk 
(1, 3, 2) 
上 式 还 可 以 写成 分 量 形式 ， 


m= rr T(r) k=1,2,3 


图 1.10 曲线 坐标 系 


《1.3, 3) 


式 中 帮 表 示 笛 卡 儿 坐标 z,?，,z# 好 家 示 曲 线 坐 标 z4,z22 2; 才 是 自由 指标 ,本 书 中 括号 里 
自 变量 的 指标 i 既 非 自由 指标 也 非 唾 指标 ,只 表示 在 其 取 值 范围 内 逐一 取 值 ， 曲 线 和 坐标 
z 与 空间 点 一 一 对 应 的 条 件 , 即 要 求 函 数 z+ (z) 在 zx 的 定义 域内 单 值 ,连续 光滑 且 可 省， 


换言之 ,应 满足 
A det (7)#0 


I 


det (35) 0 


gr: 


| Jacobian 行列 式 。 


(1, 3, 4) 


振 阵 [ 织 - ,| ] 称 为 Jacobian 条 阵 , 其 行列 式 称 为 


各 点 的 集合 构成 的 坐标 面 一 般 是 曲面 ;只 有 一 个 坐标 x 
变化 , 另 两 个 坐标 不 变 的 空间 各 点 的 轨迹 形成 的 坐标 线 


图 1.11 球 坐标 系 ( 称 为 x' 线 ) 一 般 是 曲线 。 通 过 空间 一 个 点 有 3 根 坐标 
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线 ,不 同 点 处 坐标 线 的 方向 一 般 是 变化 的 ， 曲 线 堂 标的 选择 可 以 不 是 长 度 的 量 网 ,而 矢 径 
与 坐标 之 间 一 般 不 满足 线性 关系 er 
例如 ,图 1.11 所 示 球 坐标 系 , ==r,x 二 x 一, 其 中 之 ,x 都 不 是 长 度 的 量 纲 。 撩 
经 + 的 表达 式 为 
rf =xlsinr cosrit risinri sinr i + x cosrik 
(2) (1. 3,5) 
x! 线 是 通过 坐标 原点 的 射线 , x: 线 是 通过 x 办 的 大 图 (经 线 ), 妇 线 是 平行 贺 ( 纬 线 ) 。 


1.3.2 空间 点 的 局 部 基 矢 量 


与 直线 坐标 系 不 同 ,由 于 以 《1.3, 1) 式 表示 的 矢 径 了 与 曲线 又 标 {z，z 关 ,zz) 之 间 通 
常 不 是 线性 关系 ,因此 曲线 坐标 一 般 不 能 写成 矢 径 的 分 量 , 即 此 时 (1.2. 10) 式 不 成 立 。 那 
么 ,如 何 选择 曲线 坐标 系 中 的 基 矢 量 昵 ? 过 空间 任 一 点 PC(z ,x ,x ) 处 有 3 根 非 共 商 的 
坐标 线 ,研究 当 坐 标 有 微小 的 增 量 时 ,点 移 至 其 邻 域内 的 入 点,PQ 之 间 的 线 元 , 即 矢 径 
r 的 增 量 dr 是 一 个 矢量 


dr = dx (1. 3.6) 
or 


通常 总 是 这 样 选取 任意 上 (x ， x ,x ) 处 的 基 矢 量 g.(i 二 1,2,3) ,使 得 在 该 点 的 局 部 邻 
域内 , 矢 径 的 微分 dr 与 坐标 的 微分 dzti= 1,2,3) 满 足 类 他 于 直线 坐标 系 中 的 关系 下 
《1. 2. 11), 即 
dr = gidr' (1.3.7) 
则 类 似 于 (1.2, 12) 式 , 仍 有 
8 G1,2,3) (1.3.8) 
按 上 式 定义 的 名称 为 曲线 举 标 (x ,二 ) 点 处 的 协 变 基 或 自然 局 部 基 矢 量 . 显然 
8 一 1,2,3) 沿 着 王 点 处 3 根 坐 标 线 的 切线 并 指向 x' 增 加 的 方向 ,gi 在 空间 每 一 点 处 构 
成 一 组 3 个 非 共 面 的 活动 标 架 , 称 这 个 标 架 为 空间 某 点 处 关于 曲线 坐标 系 (zx? ， x? , x?) 
的 切 标 架 ， 
与 直线 坐标 系 不 同 ,在 曲线 坐标 系 中 基 矢 量 g; 不 是 常 和 拓 量 ,它们 的 大 小 与 方向 都 随 
空间 点 的 位 置 变化 ,是 一 种 与 所 研究 点 的 坐标 线 相 切 的 局 部 基 矢 重 。 若 已 知 (1. 3. 3) 


式 , 可 给 出 名 与 简 卡 儿 系 中 的 正 交 标准 基 的 转换 关系 ， 
二 | 十 (7 = 1],2,3) (1, 3,9) 


仍 以 球 坐 标 系 为 例 ， 
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外 一 Sinx cosr’it sinr Snrj corr [8 | 一 1 
B= (cosr cosriit eosr sine lj — sinr hk), |g|= 2 (1.3. 10) 
B= zsinr (— sinri eoar’}), [gi | = x sinx: 


从 此 例 可 见 ,3 个 协 变 基 矢 量 中 仅 g; 是 单位 矢量 但 其 方向 随 点 变化 ;名 与 8 大 小 与 方向 都 
随 点 变化 , 且 不 是 无 量 纲 的 ,它们 具有 长 度 的 量 网 。 

仿照 斜 角 直线 坐标 系 的 办 法 ,引入 一 组 与 吕 满 足 对 偶 条 侍 (1. 2. 14) 式 的 矢量 gi (j= 
] ,2,3), 称 为 道 变 基 矢量 。 此 时 , 斜 角 直 线 坐 标 系 中 的 全 部 相应 公式 (1.2. 11)~ 
C1. 2.25),(1,2, 27) 一 (1, 2, 32) 式 都 可 适用 于 曲线 坐标 系 , 只 需 将 g(r ,7 ,x ) 与 
名) 都 看 成 空间 每 一 点 姓 的 局 部 标 架 即 可 。 由 (1., 3, 9) 式 易 证 明 (1.2,16) 式 ， 
即 逆 变 基 矢 量 是 坐标 面 的 梯度 : 

3x, 97, | 9 


Vri = gradzl 一 | 
rT! = gradr 37 十 dy je 


利用 上 式 及 (1. 3.9) 式 ,并 将 向 卡 儿 坐 标 表示 成 
[r= Cr x sr ) = Cry) 


oo [名 | 癌 ]= 


页 


即 两 者 满足 对 偶 关 系 ， 
有 {ij = 1] ,2,3) 
故 证 得 gv (人 一 12:3) 
任何 作为 物理 量 的 矢量 卫 总 是 作用 于 某 点 或 与 基点 相 联系 。 在 弗 线 坐 标 系 中 ,任何 
矢量 的 分 解 都 仍 采 用 !1. 2. 28) 式 ,所 不 同 的 只 是 不 存在 两 组 常 基 矢 量 , 而 是 对 每 一 个 作用 
点 处 的 两 组 局 部 基 矢 量 进行 分 解 。 
线 元 dr 也 是 矢量 ,也 可 对 逆 变 基 矢 量 分 解 ， 


dr = drig; = dxg (1, 3, 7a) 
注意 此 处 dr; 只 表示 由 的 协 变 分 量 , 它 与 坐标 的 微分 dx’ 之 间 满 居 指 标 升 降 关 系 : 
dr = gi dr {1, 3, 11) 


上 式 只 有 当 g8 (x! ,x ,x ) 满 足 使 gidr 成 为 全 微分 的 条 件 时 , 才 是 可 积 的 ， 这 个 条 件 一 
般 是 不 能 满足 的 , 即 函 数 x (x ，x ,x*) 不 存在 ,因而 不 能 将 dr, 误 认为 是 “坐标 x; 的 
微分 ”。 

(1, 3.8) 式 表示 的 自然 基 秋 量 只 是 协 变 基 的 一 种 最 方便 的 取 法 ,但 不 是 唯一 的 到 法 
〈 见 第 4 章 )。 


1.3.3 正 交 曲线 坐标 系 与 Lamé 常数 
,zz 坐标 线 处 处 正 交 的 坐标 系 称 为 正 交 曲线 坐标 系 。 在 正 交 系 中 
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8 一 0 8 一 0 当 7Yj 一 123 
度量 张 量 8 与 87 构成 的 矩阵 为 对 币 阵 ,8 与 g 共 线 。 线 元 qr 的 长 度 平方 为 


人 一 和 dr 二 (Cd 和 十 是 (dc 十 de (1. 3. 12} 
定义 Lamé 常数 A,{i=1,2,3); 
A=Ven A= vge A= VB (1. 3.13) 
4, 的 物理 意义 是 坐标 x* 有 单位 增 量 时 弧 长 的 增 蔓 ，(1. 3.12) 式 可 改写 为 
ds’ = CAidr + CAydr) + (CAsdr’)’ (1, 3, 12a) 


上 式 也 可 以 作为 求 正 交 系 中 度量 张 量 的 一 种 方法 , 即 由 几何 方法 给 出 矢 径 的 微分 与 坐标 
的 微分 之 间 的 关系 式 (1. 3. 12a) ,从 而 确定 4 ,再 由 4; 根 据 (1. 3. 13) 式 确定 度量 张 量 的 协 
变 分 量 。 如 前 述 球 坐 标 系 的 例子 中 及 /二 1,A 二 x ,A 二 X'sinx? ;读者 可 以 从 图 1, 11 中 
方便 地 找到 几何 解释 ， 

lamé 常数 的 定义 式 (1. 3,13) 在 非 正 交 系 中 也 成 立 , 但 此 时 (1, 3,12a) 式 不 成 立 。 


1.4 坐标 转换 


描述 同一 空间 的 物理 问题 ,可 以 根据 需要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 ,同一 个 物理 量 ( 倒 
如 : 矢量 在 不 同 坐 标 系 中 往往 以 不 同 的 分 量 加 以 定量 描述 ,那么 局 一 个 物理 量 的 这 些 
不 同 分 量 相互 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

设 有 一 组 老 坐 标 系 x' 及 一 组 新 坐标 系 x/ ,它们 之 间 的 函数 关系 为 x' (x 站台 zz)， 
并 满足 (1, 3, 4) 式 所 给 出 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 条 件 。 以 下 的 叙述 中 带 ”" 的 符号 表示 
局 于 新 坐标 系 z ,不 带 “ ”的 符号 表示 属于 老 坐 标 系 xz'。 


1.4.1 基 矢 量 的 转换 关系 


新 老 坐 标 系 各 自 有 协 窑 基 与 逆 变 基 矢 量 ,它们 各 自分 别 满足 对 偶 条 件 (1, 2. 14) 式 。 
将 新 坐标 系 的 基 矢 量 对 老 坐 标 系 基 人 矢量 分 解 ,有 
gr=Pig; (i = 1,2,3) (1. 4.1) 
g =Pig’ (i = 1,2,3) 《1.4, 2) 
上 两 式 中 ,8, 称 为 协 变 转换 系数 ,89; 称 为 道 变 转 换 标 数 ,各 有 9 个 ,可 各 自 排列 成 3x3 算 
阵 。 协 、 逆 变 转换 系数 ;与 8; 并 不 独立 ,这 是 由 于 协 变 基 与 逆 变 基 矢 量 之 间 必 须 满足 对 
侦 条 件 ， 


Gi= gg =hgr pig = ABB = AB’ (yj =1,2,3) (1,4.3) 
上 式 表 示 协 . 道 转 换 系 数组 成 的 矩阵 下 道 , 即 
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罗 Bt BIB BY BI no0 
(By Bt a i Bl=I0 1 0 (1.4. 3a) 
} Bs BL]lBi BY B: 0 0 
老 坐 标 系 的 协 变 基 矢量 对 新 坐标 蒜 的 协 变 基 秋 量 分 解 ,也 应 有 9 个 转换 系数 ai : 
B=ag (=1,2,3) 
将 上 式 左右 点 积 g' ,利用 对 偶 条 件 ， 
gg =ag"g =a=a (j,i =1,2,3) 
丸 将 上 式 诺 端 的 g* 利用 (1, 4.2) 式 代入 : 
gg =g"Bpg = = (i =1,2,3) 
所 以 ,ai 一 让 ,得 到 
gi=Pig. C=1,2,3) {1.4.4) 
同 理 还 可 以 证 得 
gs=hg: (= 1,2,3) (1. 4.5) 
旦 有 
B= gg = Bge :Pig' = PBid = PIB, {1.4,6) 
上 式 表 示 协 变 与 北 变 转换 系数 的 另 一 种 矩阵 互 道 关 系 : 
外 B: | a Bt Bt [00 
Bl BB: BllBy BY Byl= 00 1 | (1.4.6a) 
有 | 0 1 
《1.4. 1 人 (1.4.6) 式 说 明 , 新 老 泽 标 系 的 协 变 基 与 道 变 基 矢 量 之 间 共 有 18 个 坐标 转换 系 


数 记 与 Bi ,它们 相互 之 间 满足 矩阵 互 逆 关系 ,独立 的 只 有 9 个 。 


1.4.2 协 变 与 遂 变 转换 系数 


由 新 . 老 坐 标 之 间 的 函数 关系 与 自然 基 矢 量 的 定义 式 (1. 3,8) 可 以 求 得 协 变 与 道 变 转 
换 系 数 。 矢 径 r 可 以 畴 作 复合 函数 r(2(z ))， 利 用 复合 函数 求 导 规 则 ， 


ge 1 3) 


dz’ dridr dr 
又 因 (1.4. 1) 式 给 出 了 协 变 转换 系数 A 的 定义 , 故 
及 一 关 - 全 12,3) (1.4.7) 
同 理 可 证 
8' = 2 (i',j = 1,2,3) (1. 4. 8) 


换言之 , 协 变 与 道 变 转换 系数 排列 成 雅 可 比 矩 阵 。 由 (1.4. 2) 式 
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了 有 
入 一 2 


1.4.3 ”矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 


和 失 量 峰 可 以 在 不 同 的 坐标 系 中 对 不 同 的 基 尖 量 分 解 , 在 新 . 老 坐 杯 系 中 对 道 变 基 分 
解 , 得 到 同一 矢量 的 不 同 协 变 分 景 ;或 者 对 肉 变 基 分 解 ,得 到 同一 矢量 不 同 的 逆 变 分 量 ， 
这 些 分 量 明 不 相间 ,但 分 和 失 量 的 矢量 和 不 应 随 坐 标 不 同 而 变 人 比 。 即 
v= vp = wg (C1, 4.9) 
或 
Vo vp = wig, (1.4.10) 
不 同 淮 标 系 中 矢量 分 景 之 间 所 满足 的 关系 可 由 基 矢 量 的 转 摸 关系 确定 。 将 (1. 4. 5) 
式 代 人 人 (1, 4.9) 式 , 则 
vg’ = whrg’ 
以 新 点 积 上 式 左 右 两 边 得 
vr = wg Bg = vg ge Bw (k=1,2,3) (1.4,11) 
同 理 , 由 (1.4.10) 式 与 (1.4.4) 式 可 证 


v =u (i =1,2,3) (1, 4.12) 

将 (1.4,2) 式 代 和 人 (1.4,9) 式 左 端 ,或 者 将 (1.4. 1) 式 代入 (1, 4, 10) 式 左 端 ,还 可 证 得 
Vj; 二 By (1, 4.13) 
Vi 一 Bw {1.4.14) 


对 比 (1,4.11D) 式 与 (1, 4,1) 式 ,可 知 条 量 的 协 变 分 量 与 协 变 共 矢量 以 同一 组 协 变 转 换 系 
数 8 进行 坐标 转换 ,今后 将 以 这 种 方式 转换 的 量 称 为 协 变量 ， 又 对 攻 51. 4. 12) 式 与 
(1.4.2) 式 ,可 知 矢量 的 逆 变 分 量 与 赣 变 基 矢 量 以 同一 组 道 变 转 换 系数 8, 进行 坐标 转换 ， 
今后 将 以 这 种 方式 转换 的 量 称 为 逆 变 量 ， 


1.4.4 度量 张 是 分 量 的 坐标 转换 关系 


出 度量 张 景 分 量 8 与 的 的 定义 (1.2.21)》 式 与 (1.2. 19) 式 以 及 基 矢 量 的 转换 关系 
可 以 方便 地 给 出 度量 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 如 
8 一 3 (1.4.15) 
同 理 还 可 证 得 
有 一 (i = 1,2,3) (1.4.16) 
gy= BBigi (i = 1,2,3) (1.4.17) 
有 一 DB (livj = 1,2,3) (1.4. 18) 
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通常 如 果 给 出 任意 曲线 坐标 x ,1,2 与 箔 卡 儿 坐标 x = x! 二 yx = 二 z 的 美 系 
zx: (zi) ,就 可 以 方便 地 得 到 坐标 转换 系数 B' ==9x* /9x'。 叉 如 式 (1. 2.26) 所 示 , 笛 卡 儿 系 
的 度量 张 是 分 量 就 是 8， .于 是 曲线 坐标 的 度量 张 量 分 量 易于 根据 (1.4. 17) 式 用 坐标 转 


换 系 数 表 未 : 


= ( 落 ) + ( 荡 ) + (总 ) 


g++ ( 关 )( 若 


(这)+ 站)( 站 


me= ( 落 ) + ( 臣 ) +( 辣 ) 
= ( 范 )( 东 上 +( 荡 )( 藻 片 ( 营 )( 藻 ) 
go | 


1.5 并 矢 与 并 矢 式 
1.5.1 并 医 


任意 两 个 矢量 a 和 Bb 并 写 在 一 起 ,a 称 为 并 矢 ,也 称 为 两 个 矢量 的 张 量 积 ?。 为 什么 


要 引 人 并 矢 这 个 概念 呢 ? 这 是 因为 许多 物理 与 力学 问题 难以 
简单 地 用 矢量 米 表示 , 现 举 一 例 说 明 。 

例 1,4 一 变形 物体 在 外 力作 用 下 其 各 部 分 间 有 内 力 相互 
作用 。 为 研究 其 内 力 ,将 流 物 体 沿 某 个 截面 切 开 ,截面 的 法 向 
单位 矢量 为 ,如 图 1.12 所 示 。 在 截面 上 某 一 点 单位 面积 上 作 
用 的 力 矢量 为 f。 了 不 仅 与 物体 的 内 力 状 态 有 关 , 还 与 所 切 截 
面 的 方向 站 有 关 。 一 般 来 说 了 与 二 不 共 线 ,其 夹 角 是 任意 的 


要 描述 了 对 截面 的 拉 伸 作用 ,就 必须 考虑 了 对 站 的 投影 矢量， 图 1.12 变形 体 中 的 应 力 


用 Projl 表示 : 
Prosf = (frmn=ntn: f) 


上 式 在 数学 上 可 以 解释 为 : 了 在 n 上 的 投影 矢量 等 于 算 子 Proj, 对 矢量 了 做 了 一 -个 变换 ， 


如 果 有 另 一 个 力 矢 量 p 作用 在 该 点 ,那么 


叶 有 的 文献 用 wo8 表示 并 和 捧 。 本 书 中 "并 梯 " 或 * 张 量 贤 "} 符 号 的 一 律 省 去 。 
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18 


。， 了 瑟 至 分 析 ( 弟 2 版) 


Projsp = (pn = nn. p) 
一 般 地 
proj,taf bp}= nth af +n* hp) 1 
= untn* hntn: p) 一 4Prol + bProjp 
所 以 求 投影 矢量 的 算 子 Proj, 是 一 个 线性 算 子 ,相当 于 对 所 作用 的 矢量 做 了 某 种 线性 
变换 。 我 们 给 出 以 下 符号 ,将 矢量 于 与 于 并 写 在 一 起 , 记 作 am, 则 
Pro,f 一 《 卫 。 mn "HR 一 np nn “了 
并 日 定义 并 矢 对 于 任 一 矢量 的 点 积 满足 以 下 规则 
f'nn= (f+ nn 
nn* f= n(n: 
一 般 地 ,定义 矢量 a 与 8 的 并 矢 为 ab ,并 与 任意 矢量 之 间 的 点 积 满 吓 以 下 规则 ， 
frab)= (fa)b 
(gb) f= qtb'f) (1, 5, 1) 
可 以 证 明 (1, 5. 1) 式 所 表示 的 变换 也 是 线性 的 , 即 
(mf +np) (ab) = mf + (ub)+np* (ab) 
Cab)y Cmf np) = miab) st fi+nlab) ep | (1. 5,2) 
所 以 并 矢 表 示 一 种 进行 线性 变换 的 算 子 ， 
矢量 ga,b 可 以 用 它们 的 分 量 表示 ,各 自 构成 一 个 3X 1 的 矩阵 ， 例 如 在 笛 卡 儿 系 中 ， 
[qj 二 ayyazras)” 以 及 [8] 二 《B11,boyba)' ,并 矢 可 以 用 下列 3x3 的 矩阵 来 表示 其 分 
量 。 即 
站 ai] ， 
[ab]= 区 gb ob (1.5.3) 
a dbe dibs 
显然 矩阵 (1.5. 3) 式 作用 于 矢量 分 量 所 表示 的 线性 变 搞 与 (1. 5.1) 式 表示 的 线性 变换 是 完 
全 等 价 的 。(1. 5. 3) 式 所 表示 的 运算 称 为 并 乘 运算 。 
此 外 ,还 可 以 定义 多 于 商 个 矢量 的 并 矢 , 称 为 多 并 矢 。 如 abe ,abed 等 ,分 别称 为 三 阶 
与 四 阶 并 笑 ， 
几 个 并 和 揪 的 线性 组 合 称 为 并 舌 式 。 例 如 Ta 二 了 下 十 Ta 可 等 。 同 阶 多 并 矢 
的 线性 组 合 称 为 多 并 矢 式 。 
除 交 换 律 外 ,并 矢 服从 初等 代数 的 运算 规律 ， 
结合 律 mab)=(ma)b=amb) =mab 
(ab)e=athe) =abe {1, 5, 4) 
Cmar nb)= (mn) (ab) 
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分 配 律 athte)=abh+itac 
{atbhb}e=act be (1, 5, 9) 
mabt+ed)=mabimed 
(Cat cta actadibht bd 
由 (:. 5. 1) 式 可 知 , 交 换 律 不 再 适用 
ab ba (1, 5. 6a) 
所 以 并 矢 中 各 矢量 的 排列 顺序 不 能 随 肯 调 换 。 今 完 义 , 并 矢 ep 的 转 置 为 ba ;上 反之 
亦 然 ,其 


(ab) = ba 或 {ha} =ab {1. 5. 6b) 

求 和 各 ”两 个 相同 的 并 矢 可 以 求 和 ,而 求 和 时 服从 交换 律 。 癸 如: 
2ab 二 3ab — 3ab +2ab = 5 ab (1. 5.7) 
乘 1 l(ab)=ab (1.5,8) 


1.5.2 缩 并 


在 并 矢 中 , 若 取 某 两 个 矢量 进行 点 积 , 称 为 缩 并 。 每 缩 并 一 次 ,并 舌 的 阶 数 降低 两 阶 。 
例如 ,四 阶 并 矢 abed 的 缩 并 可 以 有 
Qa* bed= (Ca. Byed 
ab * ed= (th. cyad 


abe ,d= (cs dab (1. 353.9) 


abcd— (a d)be 
等 多 种 形式 。 以 上 各 式 右 端 括号 内 的 点 积 是 一 个 数 ,所 以 它们 隆 为 二 阶 并 笑 ， 二 阶 并 括 
缩 并 后 就 成 为 一 个 数 , 数 可 视 为 零 阶 并 锋 ， 


1.5.3 ”并 矢 的 点 积 与 双 点 积 


两 个 并 矢 的 点 积 是 指 将 它们 相 邻 的 两 个 矢量 进行 缩 并 。 例 如 ， 
下 《8 一 《人 
(ab) rwu= (hr ia 
Cab} (cd) = (b. cad 
{ed)* (ab) = (d+: aich 
由 此 可 见 ,并 天 点 积 的 次 序 是 不 可 交换 的 , 即 
(ab) eu ue (Cab) 
cd} + (ab) A (ab) « (ed) 


1. 5, 10) 
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因为 进行 缩 并 的 两 个 相 邻 矢量 改变 了 。 比较 (1.5. 10) 第 3 式 和 (1.5.9) 第 2 式 可 知 ， 


(98) (ed) — gb .ed (1.5.11) 
两 个 并 矢 的 双 点 积 是 指 把 它们 最 邻近 的 4 个 矢量 两 两 缩 并 。 有 两 种 双 点 积 的 形式 ; 
并 联 式 ab :cd—(a* ec)tb:d) (1, 5. 12) 
即 按 (前 ， 前){ 后 ， 后 ) 的 形式 进行 两 两 缩 并 ， 
串联 式 ab ed=(b + ea. d) (1, 5. 13) 
即 按 ( 内 。 内 江 外 "外 ?的 形式 进行 两 两 缩 并 。 隔 个 二 阶 并 矢 的 双 点 积 为 一 个 数 。 


1.5.4 并 矢 的 相等 


选任 意 3 个 线性 无 关 ( 即 非 共 和 面 ) 的 基 矢 量 ga， a; 和 qa;。 矢 量 w 和 % 的 分 解 式 为 : 

Hw 一 Va 着 相 二 外 :就 有 wu'4, 二 vw ,由 于 a; 线性 无 关 , 必 要 求 
有 一 让 《ji.5.14) 
这 就 是 说 , 若 两 个 矢量 相等 , 则 它们 的 分 量 必 一 一 对 应 相等 ， 

对 于 二 阶 并 矢量 ,再 引进 一 组 线性 无 关 的 基 矢 量 思 ,hb 和 6,( 这 组 基 先 量 与 前 一 组 基 
矢量 可 以 是 同一 组 ,也 可 以 是 在 不 同 空间 中 的 不 同 的 基 矢 大 )。 这 时 ,并 矢 T= 二 4B 可 
写成 

T= (Aa) (Bh) = ABiab, = Tiia,b, (1. 5. 15) 
其 中 
Ti= ABi {ij = 1,2,3) C1. 5. 16) 
是 并 矢 了 的 9 个 分 量 ,(1.5.16) 式 所 表示 的 矢量 分 量 的 运算 称 为 并 殷 , 而 8 是 9 个 线 
性 无 关 的 二 险 并 基 ， 任何 并 矢 式 了 工 也 都 可 以 与 成 (1,5. 15) 式 最 右 端 的 形式 ,同样 男 一 
个 并 矢 ( 或 并 矢 式 )S 可 分 解 ， 
§ = Siab, (1.5. 17) 
于 是 , 若 并 矢 ( 或 并 笑 式 )T=$, 就 有 TvaiB; 二 Siajb;, 由 于 9 个 并 基 qb; 线性 无 关 , 必 
要 求 ， 
TS (i = 1,2,3) (1. 5. 18) 
即 若 两 个 二 阶 并 矢 ( 或 并 矢 式 ) 相 等 , 则 它们 对 于 同一 组 并 基 分 解 所 得 到 的 9 个 分 量 必 一 
一 对 应 相等 。 

依次 类 推 , 设 矢量 上 ,ez ,es 线性 无 关 ,车 三 阶 并 矢 ( 或 并 和 式 )T 一 ABC 一 Ttaqibjes 和 

$= 二 Sitgsbes 相等 , 则 其 27 个 分 量 必 一 一 对 应 相等 , 即 
Tit= 5S" = ABiICt (ijk = 1,2,3) (1. 5. 19) 
T 训 是 矢量 ,B,C 的 分 量 A',Bi,C! 并 冬 的 结果 ,qibcs 基 27 个 线性 无 关 的 三 阶 并 基 ， 
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1.6 张 理 的 基本 概念 


1.6.1 矢量 的 分 量 表 示 法 与 实体 表示 法 


在 阐明 张 量 的 概念 之 前 ,作为 张 县 的 一 个 等 例 ,本 节 先 重新 闻 述 一 下 矢量 的 定义 。 在 
1.1 节 中 ,已 经 给 出 了 矢量 w 作 为 一 个 实体 的 定义 ,外 而 得 到 , 在 三 维 空间 的 每 一 点 处 
可 以 按 该 点 处 的 基 矢 量 ( 协 变 基 或 逆 变 基 ) 分 解 为 三 个 分 量 ( 道 变 分 量 v 或 协 变 分 量 w ) ， 
在 同一 坐标 系 中 , 协 变 分 量 与 道 变 分 莉 互 不 独立 ,以 该 坐标 系 的 度量 张 量 分 量 升 跨 指 标 
《 见 (1. 2. 29) 式 ) ;如 果 选 择 其 它 坐 标 系 ,同一 矢量 将 具有 不 同 的 分 量 , 但 新 老 坐 标 系 的 矢 
量 分 量 可 以 通过 坐标 转换 关系 《1. 4,11)~(1, 4. 14) 式 互 党 。 所 以 一 旦 给 定 一 个 矢量 在 
某 一 坐标 系 中 的 任何 一 组 分 量 , 这 个 矢量 就 完全 确定 了 。 由 此 可 见 , 矢 量 和 它 的 任 一 组 
(3 个 ) 分 量 是 完全 等 价 的 ,下 面 用 分 量 的 观点 定义 矢量 。 

如 果 在 三 维 空间 中 任意 点 处 的 物理 量 可 以 用 3 个 有 序数 (或 另 3 个 有 序数 vw) 垣 集 
人 台 表 示 , 且 当 坐标 转换 时 ,它们 在 新 坐标 系 中 按 以 下 转 摸 关系 转换 为 男 一 组 3 个 有 序数 的 
集合 : 


协 变 转 换 关 系 wy 一 8 一 让 ro 《1.6.1a) 
道 变 转换 关系 本 bw (1.6.1b) 


则 上 述 {i==1,2,3) 或 (i 二 1,2,3) 分 别称 为 矢量 的 协 变 分 量 或 逆 变 分 量 ,该 物理 量 称 
为 失 量 ,并 用 黑体 字 记 作 v。 
(j. 6. 1a,b) 式 给 出 的 按 分 量 定 义 的 矢量 与 前 述 关 于 矢量 实体 的 定义 是 可 以 互 蛙 的。 
在 节 1.4 中 ,我 们 已 从 矢量 大 一 个 用 其 大 小 与 方向 描述 的 实体 
VU= Vg' = vg {1.6.2a) 
v= va = vi {1. 6, 2b) 
导 得 了 (C1, 6, 1ayb) 式 ;上 反之 ,也 可 以 从 矢量 分 量 的 定义 式 (1. 6. 1a;b) 以 及 基 矢 量 的 转换 闫 
系 (1.4. 1)) 01.4.2)? 导 得 (1.5.2a,b) 式 。 例如: 
we’ = vB'g: = dvig' = vg 
在 连续 介质 力学 中 ,位移 .速度 , 力 等 物理 量 都 是 矢量 ;在 传 热 学 中 ,热流 密度 是 天 量 ; 
在 电磁 学 中 ,电场 强度 ,磁场 强度 等 是 欠 量 。 也 可 以 举 出 不 是 矢量 的 数 的 集 台 . 例如 ,一 
组 与 速度 矢量 vw 有 关 的 数 的 集合 ， 


1l 
Ho; YU 


Wi2 = |w|= 所 全 于 


.a 


张 量 分 析 ( 第 2 履 ) 


当 举 标 转换 时 ,wz, 不 随 坐 标 转换 而 此 化 ,而 与 am 也 不 按照 张 量 分 量 的 规律 随 坐 标 转 
换 而 变化 , 故 这 组 数 的 集合 不 是 矢量 ， 
矢量 的 某 些 基 本 运算 公式 可 表 泵 如下。 


11) 矢量 相等 
若 两 个 矢量 在 同一 坐标 系 中 的 对 应 分 量 两 两 相等 , 即 
Wi 二 Vv 或 出 二 v (1 = 1,2,3) (],6. 3a) 
则 这 两 个 矢量 相等 。 或 用 实体 表示 法 记 为 
WH 二 = C1. 8. 3b) 


由 于 它们 在 同一 坐标 系 中 服从 相同 的 指标 升降 关系 ,所 以 只 要 协 ( 逆 } 变 分 量 相等 , 则 逆 
( 协 ) 变 分 量 必 相等 ， 此 外 ,由 于 某 个 坐标 系 中 两 个 相等 的 矢量 的 分 量 服从 相同 的 坐标 转 
换 关系 ,所 以 转换 到 任何 新 坐标 系 中 后 ,它们 仍 保 持 相 等 ，。 

若 一 个 估量 在 某 个 坐标 系 中 的 全 部 分 基 都 为 零 , 即 


v=0 或 w=0 (= 1,2,3) (1., 6. 4a) 
则 称 为 零 矢 量 , 它 在 任意 其 它 坐标 系 中 的 分 量 也 全 部 为 替 。 记 作 
v=0 《1.6. 4b) 


(2) 矢 基 相 如 
若 将 两 个 矢量 在 同一 坐标 系 中 的 同 . -种 分 量 , 例 如 w' 与 vw … 对 应 相 加 , 则 得 一 组 
新 的 矢量 分 量 w 


WW 十 二 (i = 1,2,3) (1.6.5a) 
月 上 述 和 式 在 任意 其 它 坐 标 系 中 均 成 六 。 用 实体 表示 法 记 作 
有 十 本 二 认 (C1. 6. 5b) 


(3) 标量 乘 以 矢量 

设 开 一 RE ,) 是 一 个 标量 , 即 它 的 信 可 以 因 点 而 异 , 但 不 随 坐 标 转 找 而 变化 。 
例如 ,温度 .密度 .能量 .压力 等 物理 量 都 是 标量 。 将 矢量 # 在 某 一 坐标 系 中 的 某 一 种 分 
量 , 例 如 。 , 均 乘 以 &, 则 得 到 -组 新 的 拓 量 分 量 w' 


ku’ = Ww (f= ],2,3) 1.6. Ga) 
且 上 式 在 任意 其 它 坐 标 系 中 均 成 立 。 用 实体 表示 法 记 作 
RUE=» | (1. 6. 6b) 
(4) 笑 量 与 矢量 的 点 各 
矢量 中 与 ww 的 点 积 上 基 … 个 标量 , 它 不 随 坐 标 转 柳 而 改变 。 即 
uv = wv =f (1. 6. 7a) 


利用 (1.4.10) 一 (1.4, 11) 式 和 (1.4,6) 式 ,上 式 可 证 明 如 下 ， 
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u've = (Brus) (Bev) = BiB rutv 


= Huy, = wv 
升降 指标 后 矢量 的 点 积 也 可 写作 另 一 种 形式 ， 
WV, = EU = BU i (1.6.8) 
用 实体 表示 法 可 记 为 
uro=f (1. 6.7b) 


土 述 (1.6.3) 一 (1.6,7? 的 (ayb) 两 式 分 别 为 分 量 记 法 与 实体 记 法 ,它们 可 以 蕊 导 , 是 
完全 等 价 的 . 


1.6.2 张 量 的 定义 与 两 种 表示 法 


与 矢量 相 类 似 , 定 义 由 若干 当 坐 标 系 改变 时 满足 1. 4 节 所 述 坐 标 转换 关系 的 有 序数 
组 成 的 集合 为 张 量 ， 例如 一 个 由 8 个 有 序数 组 成 的 集合 TU)Ci7 一 1:2,3) ,在 坐标 变 
换 时 ,这 组 数控 照 以 下 坐标 转换 关系 而 变化 ， 

THUY = BATHD (i = 1,2,3) (01.6.9) 

则 这 组 有 序数 的 集合 就 是 张 量 ， 上 例 中 当 坐 标 转换 时 ,新 坐标 系 中 TC 六) 是 由 老 坐 标 
系 中 的 TC(&, 四 莱 两 交道 变 转换 系数 得 到 的 , 故 称 了 (i,j;) 是 二 阶 张 量 的 道 变 分 硬 , 记 作 
T5, 式 (1,6,9) 中 自由 指标 的 个 数 与 所 丑 坐 标 转换 系数 的 次 数 一 致 , 称 为 张 量 的 阶 数 。 创 
如 TA 是 三 阶 张 量 ,T" 是 二 有 阶 张 量 ,矢量 是 一 阶 张 量 而 标量 是 鹤 阶 张 最 。 在 xn 维 空间 中 ， 
i 阶 张 量 应 是 x” 个 数 的 集合 ， 

今后 以 指标 的 上 .下 分 别 表 示 张 量 分 量 的 道 变 或 协 变性 质 , 若 坐标 转换 时 张 量 分 量 所 
乘 的 都 是 送 变 (或 协 变 ) 转 换 系 数 , 则 称 为 张 重 的 赣 变 (或 协 变 ) 分 量 , 用 上 标 ( 或 下 标 ) 加 以 
标识 , 记 作 T" (或 T ) 。 若 改变 坐标 时 张 量 分 量 所 乘 的 既 有 道 变 .又 有 协 变 转换 系数 , 则 
按照 对 应 转换 系数 的 道 . 协 变性 质 , 分 别 标识 分 量 指标 的 上 或 下 , 称 为 张 量 的 温 变 (或 混 
合 ) 分 量 , 如 了 ' ,表示 前 指标 按 道 变 . 后 指标 按 协 变 方式 转换 。 此 处 为 确切 表示 指标 的 前 
后 证 祈 ,在 上 下 指标 的 空位 处 用 小 图 点 标识 ,并 应 特别 注意 指标 顺序 不 能 任意 调换 , 即 一 
般 说 米 了 2 关 T 

同一 个 坐标 系 内 , 张 量 的 道 变 . 协 变 . 混 变 分 量 之 间 应 满足 (1. 2, 29) 式 所 示 的 指标 升 
降 关系 。m 阶 张 量 可 以 有 2 种 分 莉 的 集合 ， 

显然 ,(1.5. 16) (1.5, 19) 式 所 示 nn 维 空间 中 2 个 矢量 分 量 进行 并 乘 运 算 所 得 到 nn” 
个 数 的 集合 可 构成 m 阶 张 量 ， 例 如 ,T= 二 wiv re*(i,j ,上 二 1,2,3) 是 三 维 空 间 中 3 个 矢量 
分 量 进行 并 葬 运 算得 到 的 一 组 27 个 有 序数 的 集合 , 当 改 变 坐 标 系 时 , 它 满足 张 量 分 量 的 
坐标 转换 关系 : 

T= PuBrva Bw = PAIRT (Ik = 1,2,3) 
与 矢量 相 类 似 , 张 量 也 有 两 种 等 性 的 表示 方法 ， 


张 量 分 析 ( 香 2 敌 ) 


1.6.2.1 张 量 的 分 道 表 示 法 
在 三 维 空间 中 存在 着 车 于 组 数 的 集合 T2 Ti T25TH 或 者 了 各 Te Ti 
T' (每 组 数 的 数值 均 可 因 点 而 异 )。 在 同一 坐标 系 内 ,在 空间 每 一 点 处 各 组 数 之 间 均 
满足 升降 关系 ,例如 : 
Ti grgiT,, = gg" TH= giT,, 


了 = Burgjsl "= girl ;= gnaTr 


(1.€.10) 
(is 一 1 23) 
或 者 
Tii# 一 gE pT,, 一 了 一 ET = a 
Tor = grgubBuT ”= guT i = Brgul = (1.6.11) 


Cisjk = 1,2,3) 
由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 每 一 个 要 求 下 降 的 指标 , 需 利用 度量 张 量 的 协 变 分 量 gi 作 一 
次 线性 变换 ;对 于 每 个 要 求 上 齐 的 指标 , 需 利用 度量 张 量 的 逆 变 分 量 g* 作 一 次 线性 变 
换 。 而 了 ,Ti 7T5T2 只 是 同一 个 物理 量 ( 张 量 ) 的 不 同类 型 的 分 量 的 集合 。 
当 坐标 系 变换 时 ,这 几 组 数 相应 地 转换 为 T7 ,Ti ,Tj ,TF 或 者 TY ,Tow Tw， 
Th 
它们 之 间 应 满足 坐标 转换 关系 ， 
T = BAIT" (二 重 道 变 ) 
Ts = BBST, (二 重 协 变 ) 
T= BP,T', ，( 混 变 ) (1. 6. 12) 
TY = BRITY 《 混 变 ) 
(二 3 
或 者 
Tt BBIR!T™ (三 重 逆 变 ) 
Tey = BBS BLT (三 重 协 变 ) 
Ti — PBBYTS, ( 混 变 ) 
Tw = BB BT, ( 混 变 ) 


(1.6,13) 


(i sf 一 1] 23) 
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满足 (1. 6. 12) 式 或 (1. 6. 13) 式 的 数 的 集合 称 为 张 量 。 每 个 数 了 "(或 Ti ,或 了 T',,…) 称 为 
张 量 的 道 变 ( 或 协 变 . 混 变 ) 分 量 ，。 
1.6.2.2 ” 张 量 的 实体 表示 法 {并 矢 表示 法 】 
与 矢量 相 类 似 , 也 可 以 将 张 量 看 必 一 个 实体 ,即将 张 量 表示 成 各 个 分 量 与 基 矢 量 的 组 
舍 。 如 在 同一 个 坐标 系 内 ,二 阶 张 量 可 以 表示 为 
T= 了 ?8 有 = Tug'ig’ = Tgig’ = THe'g; 《1. 6. 10a) 
三 阶 张 量 可 表示 为 
T= Tg gg = Tp'g'R: = THRES: = TiagE'B' {1.6,11a) 
在 上 述 并 矢 表 示 法 中 和 假定; 基 矢量 g, (或 gi ) (i 一 1,2,3) 是 线性 无 关 的 。 从 而 它们 的 并 
舌 , 又 称 基 张 量 , 例 如 9 个 二 阶 基 张 量 ggj 人 i,j 一 1,2,3) (或 gi8!: 或 g'8 或 8'81) ,也 是 线性 
无 闫 的。 
由 上 式 可 见 ,在 并 矢 震 示 法 中 ,无 论 用 道 变 分 量 配 协 变 基 ,或 是 用 协 变 分 量 配 逆 变 基 ， 
或 是 用 温 合 分 量 配 相应 的 基 , 才 表示 着 同一 个 张 量 实体 。 换 言 之 , 张 沁 分 个 的 指标 可 以 随 
意 地 于 升 或 下 降 , 只 需 将 相配 的 基 失 量 的 指标 相应 地 下 降 或 上 升 就 行 。 这 是 因为 这 两 次 
升降 指标 所 乘 的 府 量 张 量 gi 与 gy 是 直道 的 ， 
(1.6. 10) 式 与 (1.6. 10a} 式 是 完全 等 价 的 。 例 如 ,由 (1. 6. 10a) 式 的 第 二 个 等 式 可 以 
导出 (1, 6, 10) 式 的 第 一 式 。 由 《1.6.10a) 式 : 
了 8 一 了 
根据 基 矢 量 的 开 降 关 系 (1. 2. 18) 式 ,并 和 更换 虹 指标 ,上 式 左 端 ; 
Tg'g’ = Tg" 8 RrBg: = Tg" BE" BiB 
对 比 此 两 式 ,根据 基 张 量 gg, (i,j 二 1,2,3}) 的 线性 无 关 性 质 ,并 考虑 到 度量 张 量 的 对 称 
性 得 ; 
T= Tg"g" = BRT 证 毕 
如 此 ;,(1.6.10) 式 ,(1. 6. 11) 式 中 各 忒 均 襄 一 一 得 证 。 上 反之 ,证 以 证 肖 , 如 果 各 协 变 、 道 变 、 
混 变 分 量 间 满足 指标 升降 关系 C1, 6.10),(1,6, 10) 式 , 则 必 能 保证 (]. 6. 10a), (1, 6. 11a) 
式 中 各 种 分 量 与 相应 基 张 量 的 组 合 构 成 同一 个 张 量 实体 ， 
当 坐 标 转 换 时 , 张 量 实体 工 不 因 坐 标 转 换 而 变化 。 即 对 于 二 阶 张 量 
T= T gg = Tog'g’ = Tg8’ = Tyg'gy 


= Tigg; = Tp'g’ = Tg = Tg'g; (1. 6., 12a) 
对 于 三 阶 张 量 
T= Te 
= Ttggigt = Tig'gig: = TagiBig: = 了 是 一 (1, 6. 138) 


上 式 与 分 量 形式 的 坐标 转换 关 欠 (1.6,12),(1.6, 13) 是 完全 等 价 的 , 即 它们 可 以 互 导 。 例 
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如 ,由 《1. 6. 128) 式 的 第 一 个 等 式 , 可 以 导出 (1.6. 12) 式 的 第 一 式 。 即 由 
TB 一 了 
根据 基 矢 营 的 转换 关系 (1.4.4) 式 ,并 更 换 哑 指标 
Tgg; = TB'P' gge 一 了 88718787 
对 比 上 两 式 , 则 由 于 基 张 量 887 (i ,j 一 1 ,2 ,3 ) 的 线性 无 关 性 得 
T= TB 3 

.6.12)， 01. 6. 13) 式 中 其 它 诸 式 均 可 如 此 一 一 证 明 。 当 然 , 也 可 以 由 (1, 6. 12)， 
(1. 6.13) 式 导出 (1. 6. 12a) , (1. 6. 13a) 式 。 即 ,如 果 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 张 量 的 分 量 均 
一 一 对 应 地 满足 转换 关系 (1.6. 12), (1, 6. 13) 式 , 则 每 一 坐标 系 中 张 量 分 量 与 相应 基 的 组 
合 构成 一 个 与 坐标 系 无 关 的 张 量 实体 。 在 这 个 意义 下 ,可 以 称 张 量具 有 对 坐标 的 不 变性 ， 
称 张 量 的 并 矢 记 法 为 不 变 记 法 。 

应 该 指出 ,在 土 述 各 张 量 表达 式 中 ,分 量 指标 的 排列 顺序 和 相配 基 矢量 的 排列 顺序 是 
一 一 对 应 的 ,不 能 随意 更 横 。 例 如 

T= Tg8; = Tigg;: 天 Tigig; (或 Tiigjg;) 

其 中 第 二 个 等 导 的 两 边 仅 更 换 了 唾 指 标的 字母 ,因而 张 量 的 实体 不 变 。 

显然 ,在 张 量 的 实体 表达 式 (1. 6. 10a) , 1. 6. 11a) 中 每 项 基 张 量 所 包含 的 并 基 秋 量 个 
数 ,就 是 张 量 的 阶 数 。 故 矢量 可 看 作 一 阶 张 量 。 同 理 ,标量 可 看 作 零 阶 张 量 , 标 量 的 值 是 
不 随 坐标 转换 而 改变 的 。 

按照 以 上 山 种 表示 方法 ,有 时 把 实体 了 ,有 时 也 把 它 的 分 重 集合 (了 ”,…) 称 为 张 量 ， 
下 面 将 主要 采用 张 量 的 并 矢 玫 示 法 。 


1.6.3 度量 张 重 


作为 例子 ,现在 来 讨论 曾 在 1.2 节 中 引进 的 度量 张 量 。 根 据 在 1.4 节 中 业已 证 明 的 
转换 关系 (1.4.15),(1.4. 16) 式 可 知 ,三 维 空间 中 的 9 个 量 
Bi = Bi" &; (1 = 1,2,3) (1, 6, 14a) 
或 ee 
8" =g (1,7 = 1,2,3) {1.6.14b) 
满足 张 量 分 量 的 转换 规律 ,因而 是 一 个 张 量 ,通常 称 为 度量 张 量 。 下 面 将 进一步 给 出 它 的 
并 矢 表 达 式 。 
在 同一 个 坐标 系 中 ,度量 张 车 可 以 用 不 同 种 类 ( 协 变 或 逆 变 ) 的 分 量 表示 (相应 的 基 当 
然 不 同 ) 
G= ggig; — Big'R! 
根据 度量 张 量 的 对 称 性 (1. 2. 22) 及 基 矢 量 的 升降 关系 (1, 2. 20) 式 ,并 利用 度量 张 量 协 变 ， 
道 变 分 量 的 芋 道 关系 人 .2.23a) 式 ,可 以 很 容易 地 证 明 上 式 ， 


BBBi— B (BwB ) (gsB') 一 pRB 
= bgsg'B’ 一 | 
利用 张 量 分 量 的 指标 升降 关系 (1. 6. 10) 式 ,可 得 到 度量 张 量 好 的 混 变 分 量 就 是 
Kronecker , 
人 1 人 二 2 (1. 6. 15) 
8 ~ gp" = 
由 于 Kronecker 对 于 指标 i 及 ; 为 对 称 C6;, 一 人 = 全) ， 故 其 指标 前 后 顺序 可 以 互 换 ,不 
必 记 作 5;( 或 人 7 ) ,可 简 记 为 久 ， 于 是 度量 张 量 EC 的 并 矢 表达 式 可 以 完整 地 写成 
G= 8 有 一 有 一 人 这 ~ dg'g) 一 8 = 8, 《1.6.16) 
当 坐 标 转换 时 ,根据 二 阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 (1. 6. 12) 式 ,度量 张 量 怠 将 具有 
对 于 举 标 的 不 变性 , 即 
G= ggrg; = gr8'8: — O88 一 人 一 一 人 
= ggig; = guB'B! — Olg8’ = O18'8; = 88! = gig, 


1.7 ” 张 量 的 代数 运算 


1.7.1 张 量 的 相等 
若 丙 个 张 景 7,$ 在 癌 一 个 坐标 系 中 的 遂 变 (或 协 变 , 或 蘑 一 混 变 ) 分 量 一 一 相等 , 即 


TSS (tj = 1,2,3) (1.7.1) 
则 此 两 个 张 草 的 其 它 一 切 分 量 均一 一 相等 ， 
T = S$,.. 
Cif = 1,2,3) (1. 7.2) 
Ti = 8 
且 在 任意 坐标 系 中 的 一 切 分 量 均一 一 相等 ， 
TS 《1.7,3) 
与 (1,7.1) 式 等 价 的 写法 是 
T= 9 (1,7.4) 


即 张 量 了 和 8 相等 。 


1.7.2 张 量 的 相 加 


车 将 两 个 张 量 了 ,S 在 某 一 坐标 系 中 的 北 变 (或 协 变 ,或 任 一 种 混 变 ?分 量 一 一 相 加 ， 
则 得 到 一 组 数 , 它 们 是 新 张 量 U 的 逆 变 (或 协 变 , 或 任 一 种 混 变 ) 分 量 ， 
了 十 3 (bj = 1,2,3) (1.7.5) 
且 对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 ,此 和 式 均 成 立 。 与 (1. 7. 5) 式 等 价 的 写法 是 : 
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T 十 3 一 也 (1.7.6) 
即 张 量 了 等 于 了 与 $ 之 和 。 


1.7.3 ”标量 与 张 量 相 乘 

若 将 张 量 在 某 一 坐标 系 中 的 道 变 (或 协 变 ,或 侍 一 种 混 变 ) 分 量 乘 以 标量 人 可 以 因 
点 而 异 , 但 不 随 兴 标 变化 而 变化 ) 则 得 到 一 组 数 ,也 是 张 量 的 逆 变 (或 协 变 , 或 任 -一 种 泥 变 ) 
分 量 , 即 


ET hi C21j1' = 1,2,3) (1. 7.7) 
且 对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 此 等 式 均 成 立 。 与 (1. 7.7) 式 等 价 的 写法 是 ， 
AT=U (1.7.8) 
即 张 量 U 等 于 张 晤 T 厂 以 &， 
车 拒 (1,7. 5) 让 中 张 量 5 乘 以 二 一 1, 则 为 张 量 相 减 , 取 


T—S= T+ 18 (1.7.9) 


1.7.4” 张 量 与 张 量 并 乘 


没 T2 ,3; 分 别 是 张 量 了 ,5 的 分 量 ( 可 以 是 任意 形式 的 分 量 即 遂 变 、 协 变 或 混 变 分 
量 ,T,S 可 以 是 任意 阶 张 量 ,更 以 二 阶 张 量 为 例 ) , 则 了 2 与 3S: 各 分 量 的 两 商科 积 是 新 张 
量 忌 的 一 组 分 量 
TiS =U (jk, = 1,2,3) (1,7, 10a) 
利用 张 量 分 量 的 转 接 规 律 与 带 标 升降 关系 ,可 以 证 明 , 对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 此 
等 式 均 成 立 。 新 张 量 0 的 阶 数 等 于 了 与 $ 的 阶 数 之 和 ,新 张 量 U 的 分 量 指标 的 前 后 顺序 
和 上 下 位 置 都 应 与 了 和 8 的 指标 顺序 和 上 下 位 置 相 一 致 。 这 种 运算 称 为 张 量 与 张 量 的 
并 科 , 用 实体 形式 表示 为 站 ， 
TS$=U (1, 7.10b) 
上 式 与 (1.7.10a) 式 是 等 价 的 ,其 合意 是 
TS = TigigSig'g, = TUSYE gg = UT gg RR = U 
上 式 TS 也 可 以 看 作 是 并 张 量 . 和 并 矢量 相同 , 张 量 并 乘 时 顺 六 不 能 任意 调换 , 即 
TS ST C1, 7.11) 


1.7.5 张 量 的 缩 并 


张 量 缩 并 时 将 其 基 张 量 中 的 任意 两 个 基 矢量 (一 般 选 一 个 协 变 基 和 一 个 道 变 基 ) 进 行 
点 积 。 例 如 ,车 将 四 阶 张 量 7= vB:8i8 8 中 的 第 2 第 4 基 矢 量 进 行 点 积 ,得 


人 D 有 的 文献 用 acob 提示 并 矢 ， 李 书 中 "并 乘 ”( 或 “ 张 朋 来”) 符 号 多 一律 省 去 。 
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S= T78888 = To 
(1.7,12) 

Trigig = Sugig” 
其 中 SS 一 了 《1.7.13) 
利用 工 * ,满足 新 老 坐 标的 转换 关系 ,可 以 证 明 宁 , 是 张 量 的 分 量 。 

TH = PB AYB TE,, 
在 新 坐标 系 中 , 仍 保持 与 (1. 7. 13) 式 相同 的 缩 并 关系 ,得 到 
S 一 了 一 BB BA T mn 一 BB 2 了 a 


， (1.7. 13a) 
= PAT 
而 根据 (1. 7.13}) 式 
3 = Th, 
故 SS 
证 得 $., 满 足 坐标 转换 关系 ,所 以 $ 是 张 量 。 它 称 为 张 量 工 的 缩 并 。 张 量 每 编 并 一 次 就 
消去 两 个 基 矢 量 ,因而 降低 两 阶 。 


(1,7,13) 式 说 明 , 从 分 量 的 角度 来 看 , 缩 并 就 是 令 张 量 的 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 缩 
并 。 这 样 把 两 个 自由 指标 化 为 一 对 哑 指 标 , 因 而 按 求 和 约定 得 到 的 新 张 量 的 阶 数 要 降低 
两 阶 。 实 质 上 是 将 原来 m 阶 张 量 的 所 有 3” 个 分 量 中 该 两 个 指标 相同 的 每 三 个 对 应 的 分 
量 相 加 ,得 到 一 组 3 一 个 分 量 。 

例如 ,一 个 二 阶 张 量 工 ,; 经 缩 并 后 变 为 零 阶 张 量 , 即 标量 : 

T= (1.7.14) 
无 论 坐 标 如何 变 化 ,了 始终 是 个 不 变量 , 即 
f= T= TH TF T= TT Ty 


1.7.6” 张 量 的 点 积 


点 积 : 两 个 张 量 T 与 $ 完 并 乘 后 缩 并 的 运算 称 为 点 积 ¢ 或 称 内 积 )。 和 缩 并 一 样 ,对 
于 点 积 运算 应 说 明 将 张 量 工 中 的 哪 一 个 基 矢 量 与 张 量 $ 中 的 哪 一 个 基 矢 量 相 点 积 。 为 
了 方便 起 见 ,一般 取 一 个 逆 变 基 矢 量 和 一 个 协 变 基 矢 量 相 点 积 。 可 以 证 明 , 两 个 张 量 点 
积 后 得 到 一 个 新 的 张 量 U, 和 如 果 工 是 m 阶 张 量 ,S 是 扒 张 量 , 则 瑟 的 阶 数 为 Gm 十 x 一 2)。 
以 四 阶 张 量 了 与 宇 阶 张 量 $ 的 点 积 为 例 ， 


了 D 这 两 个 相 点 积 的 揪 量 也 可 以 都 是 逆 灾 其 矢 攻 或 都 是 协 变 基 矢 量 。 例 如 在 (1.7, 15a) 式 中 若 取 8 一 Seogr88 
则 得 
Ts 一 TS 有 请 Sg 一 TS gt BB 
此 结果 和 和 (1. 7. 15a) 式 是 完全 一 致 的 。 


T= T gg gg 
S=S gg 
并 乘 得 一 个 七 阶 张 量 
TS = TS BBB'g EEg 
缩 并 一 次 得 到 五 阶 张 量 
$= TH,S" gg gg gg8 = T'S" Ogg pg 
= TIS gag 88 = Ug BBE (1.7. 15a) 
成 表 示 为 
T$=U 《1.7. 15b) 
如 果 将 前 张 量 的 最 后 一 个 基 矢 量 与 后 张 量 的 第 一 个 基 矢 量 相 点 积 , 这 时 可 以 把 点 积 号 写 
在 两 张 量 之 间 
T»S— (TY gg 8 8) (Sg.8.8) = TS gigig gg’ 
一 Vi ggg'g8 = (1,7.16) 
双 点 积 , 若 在 两 个 张 量 了 和 8 并 彝 之 后 再 进行 两 次 缩 并 , 则 称 为 双 点 积 。 和 和 
(1.5. 12)~(1.5.13) 式 相似 , 张 量 有 两 种 双 点 积 ， 


并 联 式 
W= T:S= TS gg b'g'g.g, 8 
《1.7. 178) 
= Td BBB’ = WgiBiB 
串联 式 
了 一 了 。， 身 一 TS gg gg BE 
(1, 7, 17b) 


= T'S ggg’ = 2 gi88 
以 上 两 种 双 点 积 的 结果 钱 和 2Z 并 不 是 问 一 个 张 量 。 


1.7.7 转 置 张 量 


如 果 保 持 基 矢量 的 排列 顺序 不 变 ,而 调换 张 重 分 量 的 指标 顺序 } 则 一 般 说 米 将 得 到 -- 
个 同 阶 的 新 张 量 , 称 为 原 张 量 的 转 置 张 量 。 对 高 阶 张 量 来 说 ,对 不 同 指标 的 转 置 结 果 是 不 
同 的 ,所 以 应 指明 是 对 哪 两 个 指标 的 转 置 张 量 。 例 如 ; 四 阶 张 量 
T= Tgigg'g (1.7. 18a) 
对 第 1,2 指标 的 转 萤 张 量 是 
S= TBB BB (1, 7, 18b) 
对 第 1,3 指标 的 转 置 张 量 基 


.第 1 章 、 科 量 与 张 重 


及 二 THBBB'B (1.7. 18c) 
一 般 说 TSRR 
可 以 看 到 ; 张 量 转 置 仅 调换 其 分 量 指标 的 前 后 顺序 ,它们 的 协 道 变性 质 ( 邑 指标 上 下 
位 置 ) 仍 保持 不 变 。 


在 分 一 表 示 法 中 ,与 分 量 指标 相配 的 基 矢 量 被 省 咯 了 ,但 隐 含 着 如 下 约定 : 所 讨论 的 
同 院 张 嚼 都 具有 相同 的 若 . 并 且 张 量 指标 的 正常 排列 顺序 应 和 基 矢 量 的 颇 序 相同 ,否则 就 
是 转 置 张 量 。 于 是 , 张 量 $S 和 RR 分量 应 记 为 
S=S",(g88'8) 和 R= Rg88'8") 
括号 中 是 被 省 路 的 基 。 与 式 (1,7, 18b) 和 式 (1, 7, 18c) 相 比 有 
5 二 Ti 和 R= TH (1.7.19) 
显然 ,它们 都 是 工 ” 的 转 置 张 量 。 


1.7.8 张 重 的 对 称 化 与 反对 称 化 


若 调换 某 两 个 张 量 分 量 指标 的 顺序 而 张 量 保持 不 变 , 则 了 丈 该 张 量 对 于 这 两 个 指标 具 
有 对 称 性 。 例 如 设 四 阶 张 量 T= 了 "gigj8'8' 满足 | 
T Ti (1.7.20) 
由 张 量 了 对 其 1,2 指标 来 说 是 对 称 张 量 . 以 S 表 示 由 (1.7, 18b) 式 所 定义 的 转 置 旨 
量 , 则 
s=T (1, 7, 21) 
即 对 称 张 量 与 其 对 应 的 转 置 张 量 相等 ， 
若 调 换 某 两 个 张 量 分 基 指 标 后 所 得 到 的 张 量 分 量 均 与 原 张 量 的 对 应 分 量 差 一 符号 ， 
则 称 该 张 量 对 于 这 两 个 指标 反对 称 。 例 如 设 四 阶 张 量 了 一 了",8i8;8'8' 满足 
TH =— To (1. 7, 22) 
则 张 量 工 对 其 第 1,2 指标 来 涪 是 反对 称 张 量 。 反 对称 张 莉 与 其 相应 的 转 置 张 量 $ 差 一 个 


负 号 , 即 
3 =—T (1.7. 23) 


反对 称 张 量 的 对 角 分 量 ( 即 当 与 反对 称 性 相关 的 两 个 同 为 协 变 或 同 为 道 变 的 指标 取 
相同 值 时 的 分 重 ) 均 为 零 。 例 如 土 述 反 对 称 张 量 工 中 
TH 0 (1.7.24) 
式 中 在 两 个 重复 出 现 的 指标 :下 面 加 一 横 , 表 示 不 对 指标 i 求 和 。 
对 称 化 运算 ; 将 尾 一 张 量 工 的 分 量 指 标 中 某 两 个 指标 顺序 和 坊 换 ,得 到 张 量 $, 并 按 下 
式 构成 新 张 量 
A 广 (T+) (1.7. 25) 
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则 起 对 于 该 两 个 指标 具有 对 称 性 。 这 种 运算 称 为 张 量 工 的 对 称 化 。 
反对 称 已 运算 ; 如 按 下 式 由 张 量 T 和 5 构成 新 张 晤 
B= 于 (一 3) (1.7.26) 


则 五 对 于 该 两 个 互 换 的 指标 具有 反对 称 性 。 这 种 运算 称 为 张 量 全 的 反对 称 化 ， 


1.7.9” 张 量 的 商法 则 


设 有 一 组 数 的 集合 Ci,j ,上 ,44) ,如 果 它 满足 对 于 任意 一 个 4g 阶 张 量 $( 例 如 g=2， 
任意 阶 张 量 分 量 S$") 的 内 积 均 为 一 个 阶 张 量 (例如 =3, 三 阶 张 量 U*), 即 在 任意 坐 
标 系 内 以 下 等 式 均 成 立 

TGR mS = Ui (j,k = 1,2,3) 《1.7.27a) 
《上 式 等 号 左 侧 的 !, 产 为 三 指标 , 即 左 端 对 指标 Lm 二 1,2,3 取 和 ) 则 这 组 数 的 集合 Tti， 
jo 上 ;4700 必定 是 一 个 (十 四 芥 张 量 
TOik dm) 一 了 2 (1.7, 27b) 
上 述 规 则 称 为 张 量 的 商法 则 (quotient rule) 。 可 用 证 明 TCGi,j,k,t,m) 满 中 坐标 转换 关系 
的 方法 来 证 明 商 法 则 ,根据 根 设 ,对 于 新 坐标 系 (1.7, 27a) 仍 成 立 ( 设 了 ,om 为 上 旺 指标 ) 
TS {1.7.28a) 
因为 已 知 S" 和 UU”* 均 为 张 量 分 量 ,满足 坐标 转换 关系 ,所 以 
Ur BBB US — BBIB: Tj hy dm) S™ 
一 88182880 Tj, k,l mS (1. 7., 28b) 
(ik = 1 ,2 ,3) 


将 人 1. 7. 28a),(1.7.28b) 两 式 相 减 
CTO km) — BB BB BY Tij, k,l mS — 0 
Gk = ,2 ,3) (1.7, 29) 
上 式 中 > , 产 直 为 自由 指标 , 故 共 包 括 下 一 27 个 式 子 ;7 ,mm' 为 哄 指 标 , 即 每 个 式 子 合 有 
3 一 》 项 取 利 .由 于 S” 是 任意 张 量 , 欲 合 (1.7. 29) 式 对 于 任意 的 SS ,91 9 ,w+， 
S5 3 均 满 足 ,必须 使 它 的 9 个 系数 均 为 零 。 例 如 ,可 取 5 是 这 样 的 张 量 ,S!! 一 1 ,其 余 分 重 
均 为 零 。 则 可 证 得 
TO k,l) = BB BBLB" Tj kl m) 
依次 类 推 ,可 证 得 
TO jk tm) = PBBPBS Tp km) (1.7.30) 
这 说 明 TG ,bsmm) 这 组 数 的 集合 满足 张 量 的 转换 规律 , 故 可 以 记 作 
Tj km) eT 
以 上 甘于 商法 则 的 证 明 可 活用 于 任意 阶 的 张 量 , 如 果 5 是 4 阶 张 量 ,5 是 p 芥 张 量 ; 则 人 T 
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是 tp 十 9) 阶 张 量 。 

例 1,5 上 应力 张 量 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,已 经 利用 微 元 体 的 平衡 条 件 证 明 过 弹性 力 
学 中 的 Cauehy 会 式 。 即 ,已 知 变形 体 中 一 点 的 应 
力 状 态 为 (图 1. 13) 


Or Ury ir | 


[= J, ej 
则 在 物体 中 该 点 处 任 一 法 向 单位 矢量 n==wie, 的 斜 
截面 上 作用 的 单位 面积 内 为 矢量 p= p'e; 与 该 点 的 
应 力 张 量 之 间 存 在 以 下 关系 : 
Pp: = Gaflz oyny + Fn, 
Py= on | On, + On 《ay 于 
P:= Of oy 十 Ooonte 图 1,13 一 点 的 应 力 状态 
证 明 今 利 用 Cauchy 公式 与 商 规则 证 明 应 力 
是 二 阶 张 量 。(a) 式 可 以 用 指标 符号 写作 ， 
P' = oi 《hb 
已 知 w* 为 任意 矢量 的 分 量 , 疡 为 矢量 分 量 , 根 据 商法 则 ,应 力 oci, 门 必定 是 二 阶 张 量 分 
量 ,(b) 式 记 作 


P= mn (Ce) 
丰 . 
p= 人 on (d) 
例 1.6 球 电 模 量 张 量 压 电 材料 是 一 种 晶体 材料 , 它 在 电场 作用 下 能 发 生变 形 ,或 
者 在 机 械 载荷 作用 下 产生 电荷 。 已 知 在 晶体 上 作用 有 任意 应 力 张 量 ms , 则 可 以 测量 到 单 
位 体积 的 电 逢 矢量 为 P。 发 现 对 于 晶体 ,0 与 P' 之 间 满 足 . 
P' = ali,k ,Dar 
利用 商 规则 可 以 证 明 di, 六 是 一 个 三 阶 张 量 , 称 为 压 电 模 量 , 它 是 压 电 材料 本 身 的 属 
性 。 上 式 可 写作 
天 = digir (a) 
或 . 
P=id:o (bh) 
例 1.7 弹性 张 量 线性 弹性 材料 中 任 一 点 有 尾 意 应 变 央 ,在 材料 中 将 发 生 相 应 的 
应 力 状 态 0 ,er 与 0 都 是 对 称 二 阶 张 量 ,o0 与 "之 间 满 足 线 性 关系 ，; 
0 = elirj rk)er 
由 商法 则 可 知 ,c(i,j,k&, 站 是 一 个 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 张 量 。 圭 式 可 记 作 
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oi = Cntt (a) 
或 
T=c!e (b) 
因为 5 为 二 阶 对 称 张 量 (cu =60,), 故 cosy 必 对 i 与 对称: 
Cy 二 (ce) 
因为 为 二 阶 对 称 张 量 , 故 可 以 对 cs 的 上 与 1 进行 对 称 化 ,或 直接 规定 co 对 下 与 1? 
对 称 : 


人 = isik (d) 
又 根据 弹性 力学 中 的 广义 Green 公式 : 
5 二 (ey) 
Cc) ,td) ,te) 三 式 称 为 四 阶 张 量 cs1 满 是 三 重 对 称 性 ,或 称 Voigt 对 称 性 。 
例 18 惯性 乱 张 量 物体 是 对 坐标 原点 的 动量 矩 | 
L 为 : 


[= | prxodo (a) 
了 


其 中 r+ 和 w 是 物体 内 某 质点 的 矢 径 和 速度 矢量 ,p 是 该 点 处 的 
介质 密度 ,do 是 微 元 体积 ,积分 域 为 整个 物体 B。 由 于 两 个 
矢量 的 矢 积 为 矢量 ,上 式 表 朋 动 量 矩 工 是 一 个 矢量 。 如 果 不 
考虑 物体 的 变形 ,把 它 看 作 是 固定 于 坐标 原点 O 处 的 刚体 ， -4 
册 如 狗 1. 14 所 示 ,质点 的 速度 w 和 刚体 的 瞬时 角速度 矢量 w 图 1 14 物体 的 动量 目 
之 间 存 在 关系 ， 


VvV=wXr (b) 
代 人 (a) 式 ,并 利用 矢量 恒等式 (1. 1. 18) ,得 
L=| orx (oxndo= | plotren) rr w) ld Ce) 
采用 直线 坐标 系 , 上 式 在 坐标 轴 x 方向 上 的 分 量 为 
Li = | pur"r, _ pri Jdy 
其 中 vv 和 和 x 为 秋 径 + 的 逆 变 和 协 变 分 有 量 。 注 意 到 wi =6iw*, 晶 w 是 整个 刚体 的 转动 角 速 
度 , 在 物体 内 处 处 相同 ,上 式 可 写成 
六 一 | pLoir™r, irs Jdv = Fi (d) 
其 中 
t= | else — rr do Ce) 
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由 式 (e) 可 以 看 到 ,了 ,和 任意 角速度 矢量 w 点 积 后 ,总 能 得 到 动量 矩 矢量 工 。 根 据 商法 则 ， 
控 式 te) 定 义 的 量 一 定 是 个 二 阶 张 量 ，(e) 式 可 写成 ， 


一 于 局 (f) 
为 了 说 明 张 量 了 的 物理 意义 ,下 面 来 写 出 (e) 式 在 稍 卡 儿 坐 标 标 中 的 具体 形式 。 这 时 
rr =r = (rx, Ye), 丝 人 一 1 ( 当 1 二 下 时 ) 区) 


上 :下 标的 差别 已 消失 。 代 入 (Ce) 式 得 
i= | pfr ty ie xr dv = | ply x) dy 
B B 


(h) 
= 1 
同 理 有 
Ta = | 中 时 十 天 ?do 一 了 
B '" 
| 《1 
Lys = | cz 二 Ydy EE Ts 
当 i 隆 i 时 ,有 
l= ha --| prydv 一 一 1 
lz; = hs -一 | pyzd = Li ‘J 


1 = ls = | ,eerds =— Ly 
以 上 各 式 表 有 明 , 张 量 ;的 对 角 分 量 就 是 理论 力学 中 所 定义 的 惯性 短工 ; ,了 , 1,; ;而 非 对 
角 分 量 为 惯性 积 工 , ,了 ,Te 的 负 值 。 所 以 通常 把 工 称 为 惯性 矩 张 量 ， 由 于 张 量 的 对 称 竹 
不 随 堂 标 转 黎 而 变化 ,所 以 由 (j) 式 可 知 , 在 任意 直线 坐标 中 有 
了 一 天 人 
故 (e) 式 定义 的 惯性 乱 瑟 量 了 是 对 称 二 阶 张 基 ，。 


1.8 张 量 的 天 积 


除 并 丢 、 点 积 外 , 张 量 与 张 最 之 间 还 可 以 进行 矢 积 运算 , 矢 积 也 称 为 叉 积 或 外 积 。 


1.8.1 苟 换 符号 与 行列 式 的 展开 式 


一 具有 3 个 指标 的 符号 5,, ,指标 i,j ,的 取 值 范围 为 1,2,3, 共 有 27 种 取 法 。 指 标 
zi 了 光 的 原始 排列 顺序 为 123， 若 将 其 中 的 任 一 对 指标 互 换 一 次 可 变 为 132,213 或 321， 
称 为 指标 的 一 次 置换 ;在 此 基础 上 再 将 任 一 对 指标 互 换 一 次 称 为 指标 的 二 次 置换 ,可 得 到 
312,123 或 231; 如 此 可 以 定义 指标 的 站 次 置换 ,大 为 奇数 时 称 为 奇 去 摘 , 为 偶数 时 称 为 
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个 熏 换 。 由 原始 顺序 轮换 得 到 的 123,231 与 312 三 种 指标 排列 称 为 顺序 排列 ,它们 只 能 
由 偶 重 换 得 到 ;由 原始 顺序 送 序 轮换 得 到 的 321,213 与 132 三 种 指标 排列 称 为 逆序 排列 ， 
它们 只 能 由 奇 置换 得 到 ，iik 在 其 取 值 范围 内 的 其 它 21 种 取 法 均 有 2 个 或 3 个 指标 相 
同 , 称 为 非 序 排 列 。 

定义 一 个 3 指标 的 符号 ej 或 er') 按 下 式 取 值 , 称 为 置换 符 导 (或 称 Ricci 符号 ) 

i 下 顺序 排 现 
屠 );,; 泛 序 排列 .8.1) 

fi 大 非 序 排列 
置换 符 屿 是 一个 3 指标 的 指标 符号 ,(1. 8.]) 式 不 随 坐 标 改 变 而 变化 ,所 以 它 不 是 三 阶 张 
量 的 分 量 ， 

(1.8. 1) 式 表明 了 ei (或 20) 关 于 其 任意 两 个 指标 为 反对 称 , 因 而 任 一 组 关于 其 任 
意 两 个 指标 反对 称 的 3 指标 的 量 5(i,7 ,都 可 以 用 置换 符号 表示 

让》 一 一 pert 其 中 b= bl,2,3) C1, 8,2) 

假设 [a" ] 为 一 个 任意 的 3X3 矩阵 ,不 妨 约 定 第 一 指标 为 行 号 ,第 二 指标 为 列 号 。 其 
对 应 的 行列 式 可 记 作 det a" ), 这 里 的 ma, 九 非 旺 指 标 , 亦 非 自 由 指标 , 仅 以 [an ] 及 
det(er ) 整 体 作为 抵 阵 及 行列 式 的 记 呈 ,mvz 在 其 取 值 范围 内 取 值 ,元 素 为 [an ] 的 行列 式 
信 记 为 a。 

根据 行列 式 的 展开 定理 ,有 


a dl al 


d= eta = Ia ws a 


+ 


了 4 
U1 HA 此 .了 


= 人 人 aaals 十 的 和 一人 
利用 置换 符号 可 写成 
a = detta®) 二 全 人 和 (1.8.3) 
这 里 根据 旺 指 标 应 上 下 配对 的 约定 ,置换 符号 分 别 采 用 e;;; 和 ee” 两 种 形式 。 出 时 :的 反 
对 称 性 ,可 得 


上 一 Gide 一 一 i td Eiit 
交换 前 两 个 系数 的 位 置 以 及 吗 指 标 i 和 和/ 的 各 字 可 得 
六 二 人 Te 三 一 qiyallat, Bijyk 


这 表示 每 交换 一 次 行列 式 的 列 ,行列 式 的 值 就 变 一 次 号 。 这 一 性 质 可 利用 置换 符号 的 反 
对 称 性 表示 为 
(myn 一 1,2,3) {1, 3.4) 


『 j 生 Ee = 2 2 [3 
alin Bijk = eimn = | Rm 


| 好 本 
HU Um 


OR 
类 似 地 ,行列 式 在 交换 两 行 时 表现 出 来 的 反对 称 性 可 用 置换 符号 表示 为 


Ce = ei™” (i mn= 1,2,3) . 【1. 8, 4a) 
在 上 两 式 中 ,i,j, 上 是 行列 式 展开 式 (1, 8. 3) 中 国有 的 三 指标 ,而 5，m,n 则 是 3 个 自由 措 
标 ,所 以 上 两 式 各 表示 一 组 27 个 行列 式 。 当 两 行 或 两 列 元 素 相等 时 , 即 指标 i,m,n 中 有 
两 个 机 重 时 ,根据 必 换 符号 的 反对 称 性 ,行列 式 的 值 必 为 零 。 
由 于 行列 式 der(a",) 中 的 m,n 只 是 代表 行 号 和 列 号 ,与 所 用 字母 及 上 下 位 置 都 无 
关 , 因 此 同样 可 以 把 行 烈 武 记 作 det(5po ) 误 dete”*”) ,于 是 (1.8, 3) 式 可 改写 成 


b= det(b,) = 的 站 ee (1. 8.3a) 
或 
c= det(e”) = 人 cc 全 一 {1, 8, 3b) 
(1, 8.4) 和 (1. 8. 4a) 式 也 可 改写 成 
beima = Dbynbanes = Bibbrie" (1. 8. 4b) 
ce" = Cicer = clevere,s {1.8.4c) 


如 果 将 行列 式 的 行 与 列 都 进行 交换 , 则 得 到 一 组 共有 6 个 自由 指标 的 行列 式 。 利 用 
置换 符号 的 反对 称 性 可 把 它们 统一 地 表示 成 


到 pe = Alisj Br, sst) 3 Ae te,, tT gk rsst -= 1],2,3) (1], 8,5) 


1! 


其 中 
a = A(l,2,3;1,2,3) 


1.8.2 ”置换 张 量 (Eddington 张 量 ) 与 6~ 6 等 式 
置换 符号 也 可 以 看 成 3 个 正 交 标准 化 基 尾 意 排列 时 的 混合 积 ,因为 在 右手 系 中 


[e ea eB:]=] 
所 以 当 3 个 基 矢 量 性 意 排 列 时 ,其 混合 积 为 
Fe e er]=es (jrk= 1,2,3) (1. 8, 6) 


在 任意 曲线 坐标 系 中 ,由 (1.2. 13) 式 与 (1. 2. 25) 式 已 给 出 在 右手 系 中 协 蛮 基 的 混合 
积 与 着 变 基 的 混合 积 , 所 以 由 (1.8.2) 式 知 , 当 3 个 基 矢 量 任意 排列 时 ,有 


my i j 二 1 了 上 
[8 g; B+]=vgese [g & Ea (1.8.7) 
上 式 中 由 (1.2. 24) 式 已 知 
g = det(g,) 
g 是 与 坐标 系 有 关 的 数 ,在 曲线 坐标 系 中 每 一 空间 点 位 处 对 应 一 个 值 , 它 因 举 标 转 换 而 变 
化 ,如 在 新 坐标 系 中 它 为 g ,与 老 坐 标 系 中 g 的 关系 可 以 由 坐标 转换 关系 导出 为 


了 


g = det(ger) = det(B' gi8!) = det(B', Jdet(gi; Ydet(PL) 


设 
A ~ det(f,) = det(B’) 一 中 seo (1. 8,8) 
则 
g = BA° . .1,8.9) 
Vg =+AVg (1. 8. 10) 


上 式 右 端 当 新 坐标 系 也 是 用 手 系 时 取 正 号 ,新 举 标 系 与 老 坐 标 系 一 为 左 卑 系 ,一 为 右手 系 
时 取 负 号 ,A 是 协 变 转换 系数 矩阵 的 行列 式 值 ,只 有 当 所 考 宕 的 空间 点 处 新 老 坐 标 系 之 

间 只 差 一 个 刚性 转动 时 , 才 有 4 一 1, 只 有 此 时 wg 一 vVg。 因此 vg 显 然 不 是 一 个 标量 。 
但 是 ,可 以 证 明 (1.8, 7) 式 给 出 的 基 矢 量 的 混合 积 是 三 阶 张 量 的 分 量 。 当 坐标 转换 

时 ,有 

[8 一 [98 Brgs Pig] 
= B88 [Lg g» Bo] 
定义 此 具有 3 个 指标 的 有 序数 的 集合 为 置换 张 量 ， 也 称 为 Eddington 张 量 ,其 协 变 与 道 
变 分 量 为 


(1, 8, 11) 


= [g; g; gr]= J (1. 8. 12) 


et 一 [时 ’ g* ] 一 Ea 1 i (].8. 13) 
VE 


其 用 并 矢量 表示 的 实体 形式 为 
= BB = giBi 
= (ng Bg = 8 (1. 8. 14) 
由 置换 张 量 的 定义 (1. 8. 12) ,(1. 8. 13) 式 易于 得 到 基 矢 量 的 矢 积 为 
BXB B= = l= 6 "a 
如 果 两 个 矢量 与 同一 组 协 变 茶 矢 基 的 点 积 对 应 相等 , 划 和 由 (1. 2. 9? 式 可 知 ,这 两 个 天 
量 的 协 变 分 量 就 对 应 相等 , 故 该 两 个 矢量 必定 相等 ,所 以 


giXg = (ij=1,2,3) C1. 8. 15) 
与 (1,8,15) 式 类 似 她 可 以 写 上 出 
gxXg = (i1j = 1,2,3) (1, 8, 16) 


这 就 是 说 , 基 矢 量 的 矢 积 可 以 通过 其 对 侦 矢 量 和 置换 张 量 来 表示 。 下 看 将 会 看 到 任 
意 矢量 的 矢 积 ,以 及 张 量 与 矢量 ,乃至 张 量 与 张 量 的 撩 积 都 可 以 通过 置换 张 量 来 表示 。 
(1.8,15) 与 (1.8, 16) 式 还 可 以 写成 以 下 形式 ， 
BXE = Ba EE=€Ei gh (i = 1,2,3) (C1, 8, 1]5a) 
OC 
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BX = gi Et gh’ 2,3) (1. 8. 16a》 
置换 张 量具 有 以 下 重要 性 质 ,也 称 € ~ 站 等 式 。 考 虑 Kronecker 音 构 成 的 行列 式 , 由 
于 [6:] 是 一 个 单位 矩阵 ,显然 det(51)=1。 由 {1.8. 5) 式 ，; 
0, 6 #, 
8: | 一 ee 
Ot Bt Bt (1. 8. 17) 
= Otro 80: 
OB OBB BW Coojykrssst = 1,2,3) 
由 上 式 定 义 的 65: 称 为 广 凡 六 ronecker 8， 显然 ,其 中 jj ,上 r,s,t 是 6 个 自由 指标 ,因此 
广 记 Kronecker 间 是 个 6 阶 张 量 。 当 ;和 7 站 都 是 顺序 排列 或 道 序 排列 时, 人 8 下 一 1 
当 ; 和 5 一 个 是 顺序 排列 而 另 一 个 是 道 序 排列 时 ,3 由 = 一 1 当 两 者 中 任意 一 个 
基 非 序 排 列 时 ,3 呈 一 0。(1.8. 17) 式 称 为 三 维 上 一 站 恒等式 ,或 三 维 的 e 收 各 恒等式。 
如 果 将 6 阶 张 量 2 进行 缩 并 ,还 可 得 到 如 下 一 系列 等 式 


cite ， 一 te, = it Bit— B16t {1.8,18) 
res, = Ce, = O18 80101 381— B+— 20! (1. 8.19) 
wit, = Ce 28 二 31 (1], 8, 20) 


《1.8. 18) 式 右 端 可 记 作 6 六 。 这 些 等 式 在 矢 积 运算 中 是 非常 有 用 的 。 对 于 (1.8. 18) 式 可 
以 这 样 来 记忆 :<“““e。 中 除去 哑 指 标 外 还 有 4 个 自由 指标 [#,] ,等 式 右 端 是 两 个 
Kronecker 6 之 积 的 差 。 若 把 4 个 自由 指标 [#”,。] 按 “前 前 ,后 后 一 内 内 ,外 外 "的 规律 取 
出 , 则 就 是 右 端 各 指标 的 排列 顺序 。 

此 外 ,上 节 中 利用 履 换 符 导 列 出 的 公式 (1. 8, 3) ~(1, 8, 4) ,根据 四 换 符号 与 团 换 张 量 
的 关系 ,都 可 写成 与 置换 张 量 有 关 的 如 下 公式 。 


人 一 detta’,) 一 Qi Qt 二 el 三 他 2 WE (1, 8, 21} 
YB 
轩 二 dettb,,) 一 pb, bn bs MEE 一 bed ed (1, 8. 21a) 
c= detle™) = coset 工 ; ce 1 (1. 8.21b) 
[i Pm 
8 YB 
ad nl = pm {1. 8. 22) 
a man 一 本 (1. 8. 228) 
太一 tm (1. 8. 22b) 


让 上 提 


1 man dn 
Eee (C1. 8. 22c) 


:机 
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由 (1, 8.21a 及 bb) 可 证 , 当 a%,6% 与 表示 同一 张 量 的 不 同 协 变 、 送 变 分 量 时 ,它们 的 行 
列 式 有 以 下 关系 : 


b= ga, c= la 
B 


二 维 旱 换 张 量 

对 于 二 维 问题 常常 可 以 把 二 维 空间 看 作 三 维 空间 的 一 个 子 空间 ,除去 二 维 坐 标 系 的 
基 尔 量 馈 ,8: 之 外 ,再 配 上 一 个 与 及 ,gs 正 交 的 单位 矢量 gs = 扬 。 这 时 二 维 子 空间 的 置 
换 弱 重 可 以 通过 三 维 空间 的 置换 张 量 来 定义 , 即 


= = 
显然 
fs 一 一 bl = tn 一 YE ea 一 VE 
二 t= 人 0 
] 21 129 12 1 
{= 一 一 8 一 -一 
VE 
0 
其 中 g 为 度量 张 量 的 行列 式 值 , 即 
SI Kl 0 
Bl1 Bl: 
g= lgit Bi | 一 gn 
0 0 1 


如 果 利 用 并 矢量 写成 不 变形 式 , 则 二 维 置换 张 量 还 可 以 表示 为 
€= Gg'B = ggg = CBR” 一 人 gyRv 
当然 ,对 于 二 阶 置换 张 量 也 可 以 写 出 一 些 有 关 的 人 恒等式 ,由 于 不 存在 原则 上 的 困难 ,这 里 
不 再 罗列 , 留 给 读者 自己 作为 练习 。 


1.8.3 天 积 


1.8.3.1 两 个 矢量 的 矢 积 
假如 有 两 个 任意 给 定 的 矢量 a 和 3, 它们 在 任意 的 坐标 系 中 表示 为 
0 = dg = UE', b=pbg,= hg 
它们 的 笑 积 是 一 个 新 矢量 9, 即 
dg =Xbh=g8: 一 yg 
利用 前 面 已 经 得 到 的 基 矢 量 矢 积 公式 (1. 8, 15), (1. 8. 16) ,不 难得 到 a,b 和 g 这 3 个 矢量 
的 分 量 关系 。 因 为 
4 一 gg = a'g; X big; = abig; X 8; = abit, ,g (1. 8. 23) 
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所 以 
q 一 0 (1. 8. 23a) 
类 似 地 可 以 得 到 
d= aad (1. 8. 23b) 
如 果 不 通过 分 量 来 表示 ,直接 写成 并 矢 形式 , 则 为 
y= axb=ab:e=e:ab 
上 式 可 以 证 明 怒 下。 
本 一 fg* = Ci 
0 Ee— 0 
= Ab, ,8 
€:ab= cg pg :ab"gp, = ab"e dtg 
= Ab kg’ = abie ga’ = apt. 


这 里 应 该 注意 到 ,对 于 矢量 的 矢 积 运 算 , 交 换 律 并 不 成 立 , 即 


axbz bxa 
其 实 
axb=0b:ée=éiab =--t:ba=—ba:t=—bxa {1. 8. 24) 
利用 ey 
ft i TT i TT fit > 
便 雷 证 明 上 式 。 
科 


两 个 矢量 的 和 拓 积 axb=g 的 几何 意义 是 该 两 
个 矢量 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 矢量 ,9 的 方向 和 图 1.15 矢 积 与 平行 四 边 形 面积 矢量 
4, 上 6 两 个 矢量 均 正 交 , 且 a,b,g 3 个 矢量 构成 右手 系 ,而 g 的 大 小 等 于 该 平行 四 边 形 的 面 
积 (图 1. 15)。 

1.8.3.2 三 个 矢量 的 混合 积 

在 矢量 代数 中 与 矢 积 有 尖 的 运算 还 有 三 个 矢量 的 混合 积 和 三 重 积 。 三 个 矢 重 的 混合 
积 定义 为 

[ab ej]=axbre=abxer 
运算 的 结果 是 个 标量 。 根 据 前 述 置换 张 量 的 定义 不 难 导出 3 个 矢量 的 分 量 与 混合 积 之 间 
的 关系 为 
[a b cl= ag: Pg, cigij= abict[g: g; gl 
= abiee,, (1. 8. 25a) 
类 似 地 还 可 得 到 
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[a Bb el= abn C1. 8. 25b) 
与 (1. 8,24) 式 相应 地 还 可 以 表示 为 并 矢 形式 


[La 一 be 0 8 26) 
=é€:abe 
根据 置换 张 量 的 性 质 可 知 : 三 个 矢量 的 混合 积 [a b ce] 当 对 eye 作 任 意 的 侦 置 
换 时 其 值 不 变 , 而 作 奇 置换 时 将 改变 符号 。 例 如 
[ab cj]=[b ce gg= 一 [ae] 
三 个 矢量 的 混合 积 La 至] 的 几何 意义 是 它们 所 梅 成 的 平行 并 面体 的 体积 , 当 吕 5， 
“ 构成 右手 系 时 取 正 号 , 当 a,b,c 构成 左手 系 时 取 负 号 (图 1. 16 所 示 为 取 正 号 的 情况 )。 


图 1.16 三 个 矢量 的 混合 积 与 平行 六 面体 体积 


1.8.3.3 三 个 矢量 的 三 重 积 
三 个 矢量 a,5,ce 的 三 重 积 又 称 为 双重 矢 积 , 它 表示 要 连续 进行 两 次 矢 积 运算 ,其 结果 
仍 是 一 个 矢量 ,但 必须 区 分 (axb) Xec 和 qa Xbxc)。 连 续 利用 (1, 8, 24) 式 可 以 得 到 
(axbxe— [lab:ac]:es= [le: abe):e {1, 8, 27a) 
ax bxe) =e: [atbe te)]= [ale: ke)]:e {1, 8. 27b) 
“如果 在 (1, 8. 27a) 臣 中 将 矢量 与 张 量 写成 按 基 矢 量 展开 形式 , 则 得 
(axb) Xe= (gg: Oggng cE 
一 QT Barge 6 gE = abcte 8 
利用 E ~ 上 等 式 (1, 8,18) ,可 进一步 写成 
axXb) xe= adc (Odi ddi)g 
= abicg! adicig’ 


不 难看 出 这 就 是 

ax xe= (a eb— (tb: ea {1.8.28a) 
而 对 于 aX 《8Xe) 的 相应 公式 为 

ax (bx = ta ob— ae he (1, 8, 28b) 


1.8.3.4 张 量 的 矢 积 
上 述 天 积 运算 还 可 以 进一步 推广 到 张 量 。 例 如 对 于 矢量 a 和 张 量 了 可 以 定义 如 下 两 
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种 矢 积 (为 简单 起 见 ,不妨 设 了 是 二 阶 张 量 ); 
axT=ag XgTg: =aT" gp (1, 8, 29a) 
Txa= giTig': Xag’ = Traxgig, (1. 8. 29b) 
也 就 是 说 , 当 把 张 量 写成 并 矢量 展开 形式 后 , 矢 积 算 符 作 用 于 相 邻 的 两 个 基 矢 晤 之 间 。 
同样 还 可 以 定义 张 量 与 张 量 的 矢 积 ,混合 积 及 双重 矢 积 。 例 如 仍 以 二 阶 张 量 为 例 , 则 
可 定义 为 
TxS= (Tg'ig’) Xx (Sug'g’) = TSiug'(g X gr)g 
一 TSie ggg (1. 8. 30) 
TX S— (T,gigi) X (Sug'g!) 
= {g "gg XTS, = TS "gn (1. 8. 31) 
TSS= (Tg'8) (Sug'g') 
= (g Xp XxX g TS 
= TuSue "egngn (1, 8, 32) 
这 里 ,符号 "“x" 和 "“& ”的 规定 与 1. 7 节 中 双 点 积 符号 的 定义 (1. 7. 17a} 式 相似 ,是 指 前 一 
个 张 量 的 最 后 两 个 基 矢 量 与 后 一 个 张 量 的 前 两 个 基 矢 量 依次 ( 先 上 ,后 下 ?进行 规定 的 矢 
积 或 点 积 运 算 ， 


习 是 

11 求证 ; HX (VXWD=CH* Wo (uv)w 

并 间 ; ux (vw XXw) 与 (uxXv)xw 是 否 相 等 ? u,v yw 为 失 量 ， 

1,2 4,B,C,D 为 拓 量 。 

求 汪 ; (AXB)X(CXD)=BC(A ' CXD)—A(B :CXD) 

=C(A' BXD—D(A': BXO) 

1.3 求证 矢量 的 非 退 化 性 。 即 ; 若 矢 量 v 与 它 所 属 的 矢量 空间 中 的 尾音 矢量 4 都 正 
交 , 即 wv 二 0; 则 矢量 vw 一 0， 

1.4 已 知 ; 笑 量 ww ,求证 ; |aew | 所 In| |v | 

1,5 求证 ; aXb=0Sa,b 线 件 相 关 。 

1.6 求证 ; [a 5 c=0Sa,be 线性 相关 ， 

上 两 题 中 ,a,b,e 为 属于 同一 空间 的 矢量 ， 

1.7 己 知 : 矢量 4 一 站 十 /一 中 = 证 2 十 3 天 二 站 为 笠 卡 儿 基 ; 若 将 分解 为 与 5 
平行 的 矢量 及 垂直 于 畏 的 矢量 a 之 和 , 妈 c=a 十 mb ， 
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求 a;ym( 其 中 bb: a 一 0) 
1.8 利用 由 =g:dx', 证 明 g; 是 对 称 正定 的 。 
1.9 求证 ; 对 于 一 组 非 共 面 的 g, ,存在 叭 一 的 i,g’ 也 是 非 共 面 的 。 
1.10 已 知 ; 以 i,j,k 表示 三 维 空间 中 笛 卡 儿 坐 标 基 矢量 ， 
g=jik, gg=itk, gs=itj 
《1) 按 公式 (1,2.17), 求 g' ,87 ,8 以 ij 表示 的 式 子 ; (2) 求 g,,。 
t.11 根据 圭 题 结果 验算 公式 , 8, = gj 
1,12 已 知 : w=2g1 十 38: 一 外 一 中 一 有 十 于, 基 矢 量 同 上 题 。 和 运用 1.11 题 求 得 
的 ,计算 ， 
(1) Hr 呈 1 (2) tv 的 协 变 分 量 。 
1,13 已 知 : (1) 圆柱 求 标 系 如 图 1. 17(ayr 一 z ,0=x! ,z= 二 x 。 
《2) 球 坐 标 系 如 图 1. 17(b) ,r= 二 xz ,0 一 xr: ,gp 二 x!。 


{a) : (b} 


求 ; 两 种 坐标 系 中 

(1) 8 通过 笛 卡 儿 基 i,j, 上 的 宸 达 式 , 画 出 简 图 ， 

(2) 求 g' ;说明 gg 与 8 的 大 小 与 方向 有 何 关系 。 

(3) 由 名 求 gj ,8g ,|dr|?。 

(4) 直接 由 几何 图 形 确定 |dr|*, 求 gs 。 

1.14 斜 圆锥 面 上 坐标 系 z! 一 xz 一 z,R, 开 ,C 为 已 知 ( 见 攻 1. 18)。 

求 : Bor Bong ta,B=1.,2)., 

1.15 二 维 空间 为 半径 为 尺 的 半球 而 , 见 图 1. 19,x' 一 0 一 x。 

用 两 种 方法 求 gg gg (ay8=1,2)， 

1.16 已 知 ; 圆柱 坐标 系 中 、 球 坐标 系 中 矢量 的 逆 变 分 量 wv。 利 用 题 1, 13 结果 分 别 
求 两 个 坐标 系 中 的 协 变 分 量 w 。 

1.17 求 : 题 1.13 所 示 圆 柱 坐 标 和 球 坐标 工 , 与 笛 卡 儿 坐 标 x 的 转换 系数 ,与 。 


1.18 (1) 已 知 ; 管 卡 儿 坐标 中 0 的 分 量 为 v1 ,ww ， 

求 : 贺 柱 堂 标 中 心 的 分 量 富 ,到 ,mm ， 

(2) 已 知 ; 第 卡 儿 坐标 中 中 的 分 量 为 v1 ,wy ,vw ; 

求 ; 球 坐 标 系 中 的 分 量 w) ,vz, 太 。 

1.19 试 求 线 元 dx 的 长 度 ds;，。 

1. 20 试 求 线 元 drt 与 dz 的 灾 角 &,。 

1,21 试 证 明 若 一 张 量 的 所 有 分 重 在 某 一 坐标 系 中 为 零 , 则 它们 在 任 伍 其 他 坐标 系 
中 亦 必 为 零 ， 

1.22 试 证 明 张 量 的 对 称 性 与 反对 称 性 与 坐标 系 无 关 。 

1. 23 试 证 明 , 车 T= 土语 , 则 T= 土 Ti..。 

1.24 已 知 : N 为 对 称 一 阶 张 量 , 吕 为 反对 称 二 阶 张 量 ,为 任意 矢量 。 

求证 ，(1) a* N=N* 

(2) 下 一 一 下 

1.25 已 知 ; 矩阵 
1 2 3 
2 4 5 
3 5 8 
试 计算 和 矩阵 [T ] 与 LT 了; ,从 而 说 明 尽 管 [T ] 为 对 称 , 这 两 个 矩阵 互 为 转 置 ,但 不 对 称 。 

1.26 已 知 : 任意 二 阶 张 是 了,S。 

求证 ; 了 5, 一 TS” 。 


2 10 
[LT]= 和 [gi -= 了 3 0 
0 0 于 
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1.27 设 一 动 点 轨迹 为 (DCt 尖 0, 标 量 ) ,定义 一 im 人 一 中 一 全， 

求证 ; v 为 矢量 分 量 ， 

1. 28 ”由 应 变 6, 的 定 久生 ，d 一 入 dr 二 2e,dxidzri 出 发 ,求证 5; 是 对 称 二 阶 张 量 
的 分 量 。 式 中 dx' 是 介质 的 拉 格 朗 日 坐标 的 微分 。 

1.29 已 知 : 坐标 系 中 数组 S06ii) 与 坐标 系 广 * 中 数组 S Ck ) 恒 满足 关系 ; 
(站 一 (Jo ,其 中 wi 与 w* ,vi 与 vi 为 为 两 个 任意 炙 量 企 相 应 坐标 系 中 的 逆 变 
分 量 。 1 

求证 ; S6 门 必 为 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 3 。 

1.30 已 知 , 在 坐标 系 zx: 中 对 称 数组 S50)) 一 SCji), 在 坐标 系 x{ 中 对 称 数 组 
30 一 SR ,届满 足 SGj wwi 一 S(kL ut wu 与 好 为 任意 矢量 在 柑 应 坐标 系 中 
的 逆 变 分 量 ， 

求证 : S(ij ) 为 二 稚 张 重 的 协 变 分 量 $，， 

1.31 已 知 ， 和 时 多 阶 朗 分 明 。 

Un 
求证 : dr" -2 
1.32 已 知 : 二 阶 对 称 张 量 N, 二 阶 反对 称 张 量 中 。 
求证 ; N :中 =0 
1.33 已 知 ; T,$ 为 任意 二 阶 张 量 ， TS 为 它们 的 转 置 张 重 。 
求证 ; T: S=$: T=T' SIT 一 人 :和 
1.34 已 知 : a,$ 为 任意 矢量 ,N 为 二 阶 对 称 张 量 。 如 为 二 阶 反对 称 张 量 。 
求证 ; (I) N :ab 一 ba:N 
(2) Rab=—bha:n 
1.35 已 知 : 任意 张 量 了 和 度量 张 量 C。 
求证 : G+ T=T=-T'， 6G 
1.36 已 知 : 二 阶 张 量 T,9， 对 于 任意 矢量 4.8， 均 成 立 a* Rrb=a*S:b 


求证 :; T=5 
1,37 已 知 ; 二 阶 对 称 张 量 M,N， 对 于 任意 矢量 4, 均 成 立 a 1 ,一 AN 
求证 : M=N 
1.38 在 笛 卡 儿 誉 标 系 中 ,各 向 同性 材料 的 弹性 关系 为 
or = Bl A tN)], 
en = Eto)],  ， 人 = 
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(1) 利用 商法 则 证 明 此 式 必 定 可 以 表示 为 一 个 张 量 的 代数 运算 等 式 , 写 出 其 实体 形 
式 ,说明 等 式 中 各 阶 线 量 的 阶 数 。 

(2) 将 上 式 岩 示 为 可 运用 于 任意 坐标 系 的 张 量 分 量 形式 。 

(5) 写 出任 音标 系 中 的 包 认 分 攻 Di 用 及 度量 台 攻 分 量 和 的 开 式 ,以及 
的 并 矢 表达 式 ， 

1.39 已 知 , 第 阵 [A],[B],[C]=[A][B],a=detLAJ, b= det[B], 上 det[C]。 

求 ; 利用 置换 符号 证 明 :, c 一 上 

1.40 已 知 ; 矩阵 [ce ] 中 某 两 列 的 元 素 成 比例 ,例如 ，e', 1 一 ka',;, 上 为 一 个 实数 。 

求 ; 利用 置换 符号 证 明 , detta.,)=0 

1. 41 质量 为 m, 绕 定点 〇 以 角速度 转动 的 质点 ( 见 图 1. 20) ,其 动量 短 先 量 的 定 
文 汶 工 二 pr Xv ,其 中 为 定点 口 至 质点 的 矢 径 ,wv 为 质点 的 线 速度 。 

求证 ; = 了 ' 色 , 式 中 了 为 惯性 挑 张 量 ,T=m[ rf)G 一 rr] 

1. 42 求 图 1. 11 所 示 球 爸 标 系 中 的 疝 元 矢量 da ,de , da'。 

1. 43 设 在 二 维 空间 内 半 为 一 任意 矢量 ,m 为 妨 一 矢量 


PEE *u 


求证 ， 
是 在 一作 lvl!= |u| 
( 即 0 二 gy XX 如 如 图 1. ?21 所 示 ,8; 焉 直 于 纸 面向 外 ) 


器 让 纸 曾 问 外 
图 1.20 图 1.21 


1.44 A,B,C,D 为 矢量 。 
利用 置换 线 量 求 让 (AXB)* (CXD)=(4 :OC(B: D(A (BOC) 
1.45 定义 轮换 张 量 
S— Hgi8o8 8 
式 中 人 一 和 从 6? 
设 C 为 任意 二 阶 张 量 
C= C88 


求证 ， 35 :C= 3C: 5== 广 (C0, 一 C,)g'g' 即 得 到 反对 称 化 张 量 。 
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1.46 定义 轮换 张 量 VO ga BB Bg" 


式 中 BO EE,, 
设 了 为 任意 张 重 T= TT grB BB "8" 


求证 ， 5V : 了 一生 了 人 和 这 加 二 下 "对 上 标记 下 的 任意 商 个 均 为 反对 称 6 
1.47 设 T=Tiigg'88 二 了 ,8.8j8o8 对 于 i,j 为 反对 称 , 淮 标 系 为 右手 系 


定义 T= Ti gig pg’= THB'g 虽 ” 
。 1 ”,， 1 ,... 
式 中 了 一 一 二 了 一 一 
4, 1 ,., ] 一 
Te 


Ti 
求证 , 了 为 一 张 量 , 且 代 ?= 一 fgT 一 ygT 
T= /8TH =gT ,Tt VgT VgT™ 

1.48 已 知 : 和 2 为 二 阶 反对 称 张 量 ,矢量 名 与 9 互 为 反 偶 , 即 满足 = 一 了 6: 2 

求证 ; 对 于 任 一 矢量 如 必 满足 Q .uwXu 

1. 49 已 知 : 矢量 中 与 二 阶 反对 称 张 量 人 2 互 为 反 偶 。 即 满足 m= 一 6: 0 

求证 ; = 一 E: = 一 各 "EE 

1.50 已 知 : 矢量 @ 与 二 阶 反对 称 张 量 扣 互 为 反 偶 ,@ 二 一 地 :9, 矢 量 0 与 
平行 。 

求证 : :v=0 

1.51 已 知 ; 矢量 wo 与 二 阶 反对 称 张 量 Do ,矢量 wo 与 二 阶 反对 称 张 同和 2w 分别 互 
为 反 侦 。 


求证 : oo ， oa = 了 Do : fo 
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二 阶 张 量 是 连续 介质 力学 中 最 常 遇 到 的 一 类 张 量 ,例如 应 力 张 量 .应 变 张 量 .变形 梯 
度 张 量 和 正 交 张 重 等 。 还 可 以 举 出 其 它 许多 二 阶 张 量 的 例子 ,如 刚体 力学 中 的 惯性 矩 张 
量 ( 见 例 1.8) ,微分 几何 中 曲 商 的 第 二 基本 张 量 以 及 度量 张 量 等 都 是 二 阶 张 量 。 虽 然 它 
们 各 自 具 有 完全 不 同 的 物理 意义 ,但 却 服 从 二 阶 张 量 的 共同 性 质 , 对 此 ,本 章 将 给 予 进 一 
步 的 讨论 。 


2.1 二 阶 张 量 的 和 矩阵 


2.1.1 二 阶 张 量 的 四 种 分 最 所 对 应 的 矩阵 


任 一 二 阶 张 量 工 总 可 以 写成 下 列 并 和 拓展 开 式 ,这 是 对 于 坐标 具有 不 变性 的 形式 ; 
T= Tg'ig’ = Tg'g,— Toga = Tg.g; (2, 1.1) 

此 外 ,在 任 一 给 定 坐 标 系 中 张 量 也 可 用 其 分 量 来 表示 , 即 协 变 分 量 了 , 道 变 分 量 了 ”， 
或 混合 分 量 了 ;Ti 。 四 种 分 量 均 随 坐标 转换 而 改变 ! 但 是 ,只 要 在 一 个 特定 坐标 系 中 给 
定 四 种 分 量 的 任意 一 种 ,该 坐标 系 中 其 它 三 种 分 量 都 可 通过 指标 升降 关系 而 求 出 , 且 其 它 
任意 坐标 系 中 的 四 种 张 量 分 量 也 都 可 通过 坐标 转换 出 它 确 定 。 可 兄 :, 任 一 给 定 坐 标 系 中 
的 任 一 种 形式 的 全 部 张 量 分 量 包 含有 该 张 量 的 全 部 信息 。 

# 维 空间 中 任 一 种 形式 的 二 阶 张 量 分 量 均 全 有 nxXa 个 分 量 , 可 以 按 通常 表示 和 矩阵 的 
方法 列 出 ,一 般 以 第 一 个 指标 符号 对 应 于 行 呈 ,第 二 个 指标 符号 为 列 号 ,成 为 一 个 方 阵 。 
在 三 维 空 阅 中 ;可 以 列 为 3X3 的 抢 阵 。 一 个 二 阶 张 量 丰 同 一 坐标 系 中 四 种 形式 的 分 量 分 
别 对 应 了 四 个 不 同 的 得 阵 , 记 作 Ti 和 5。 
rT Te Ty 
t= Ty Ts Ty 
LT Ts Ty 


= [T,] (2. 1, 2a) 


rT TY TT” 
mT T* T2-fr (2. 1. 2b) 
LT Ti Ts 


0 


[7 
t= IT TS Ti|= [7T,] {2.1,2c) 
LT TT Ti 
PTY Ti# TM] 
w= TY: T2 TS|= [7T1] (2. 1. 2d) 
ET 
根据 张 量 分 基 的 指标 升降 关系 ,有 
Tu= Tigy = grTy*= guT "gn : (2.1.3a) 
因此 ,二 阶 张 量 的 上 述 四 个 矩阵 之 间 满 足以 下 关系 ， 
= Tp, = gt = BE, Hs, (2. 1. 3b) 
其 中 g. 是 度量 张 量 协 变 分 量 g; 构 成 的 矩阵 
[gi:t Bl: 1s 
8B. = Ign gu gri|= [gj] C2, 1,.4) 
3 Bi B31 : 
在 一 般 情况 下 ,二 阶 张 量 的 四 个 矩阵 备 不 相等 。 应 特别 指出 , 切 不 可 将 与 名 
混淆 ， | - 
名 一 区 ,全 有 (2. 1.5) 
显然 后 与 太一 般 并 不 具有 相同 的 扯 阵 元 素 。 通 常 如 不 加 说 明 , 定 义 寻 为 张 量 的 抵 阵 ， 
[T= [T;]=% (2.1.6) 


只 有 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,这 四 个 征 阵 村 相间 。 

. 工 阶 张 量 与 怎 阵 虽然 有 上 述 对 应 关系 ,但 它们 并 非 全 能 一 一 对 应。 例如: 首先 ,矩阵 
并 非 只 包括 方 阵 , 而 二 阶 张 量 只 能 对 应 方 阵 :其 次 ,在 一 般 坐 标 系 中 , 转 置 张 间 与 转 置 抢 
阵 , 对 称 (或 反对 称 } 张 量 与 对 称 (或 反对 称 ) 矩 阵 不 能 一 一 对 应 ;第 三 ,二 阶 张 基 的 某 些 运 
算 不 完全 能 用 和 矩阵 的 运算 与 之 互相 对 应 。 


2.1.2 二 阶 张 量 的 转 置 ,对 称 、 反 对 称 张 量 及 其 所 对 应 的 矩阵 


按照 1, 7, 7 节 对 于 任意 阶 转 置 张 量 的 定义 , (2, 1.1) 式 所 表示 的 二 和 阶 张 量 了 的 转 置 
张 量 六 为 


T= (Tg = (Tg'g; = (T') gg = (T") gg 
= Tg'g! = Tig'g; = TIE’ = Tgig, 
注意 到 了 与 IT 的 分 量 之 阿 关 系 为 , 若 基 张 量 不 变 , 分 量 的 第 一 ,二 指标 互 换 ,但 指标 的 协 


变 , 道 变性 质 不 变 ,(2, 1, 7a) 式 的 分 量 形式 为 
(TO Te (TO TT eT TT (7 


(2,1. 7a) 
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上 式 的 年 阵 形式 为 
rT = (ey, = rT)T, TT = C0)T ,TY = (77)T (2,1.7c) 
上 述 各 式 中 均 以 “7” 与 表示 张 量 或 短 阵 的 转 置 。 注 意 (2, 1. 7c) 式 说 明 两 个 互 为 转 置 
的 张 量 ,它们 的 或 矩阵 亦 分 别 互 为 转 置 ,而 转 置 张 量 本 的 fo 集 阵 和 全 的 + 第 阵 互 
为 转 置 ,T 的 和 了 的 Ts 矩阵 互 为 转 置 。 如 将 (2. 1. 7a) 式 更 换 旺 指标 , 转 置 张 量 也 可 以 
写作 
T= Tagg = Tgg8: = Tg8' = Tigg (2. 1.74) 
相当 于 将 张 量 的 并 矢 式 (2. 1. 1) 中 分 量 保持 不 变 , 交 换 基 矢量 前 后 顺序 的 结果 。 此 外 ， 
还 有 


(CT) =T 《2. 1,8} 
若 张 最 为 对 称 二 阶 张 量 N ,按照 定义 应 有 
N=N 《2. 1. 9a) 
上 式 的 分 量 表示 式 为 

Ns=Nis NT N=N', Ni = Ni (2.1.9b) 

其 矩阵 具有 以 下 的 性 质 

生生 

(2.1. 9c) 


由 上 式 可 见 ; 对 称 张 量 所 对 应 的 和 5 矩阵 是 对 称 矩 阵 ,而 *. 和 5 矩阵 一 般 不 是 
对 称 和 矩阵, 你 和 从 , 仿 和 人 一 般 还 是 不 同 的 矩阵 。 
同 理 , 若 张 量 为 反对 称 二 阶 张 量 只, 则 


有 -人 《2. 1. 10a) 
有 =— 0 一 一 下 一 人 《2.1. 10b) 
好 一 一 zf =— (rf)!, r=— {70)7, 一 一 (7 

1 一 一 和 一 一 (gz 人 1 (2. 1. 10c) 


反对 称 张 量 所 对 应 的 和 和 必 给 阵 是 反对 称 答 阵 ,而 王 和 而 矩阵 一 般 不 是 反对 称 和 矩阵， 
只 有 在 和 卡 儿 坐 标 系 中 ,指标 不 需 再 区 分 上 下 , 张 量 的 四 各 分 量 无 区 别 , 对 称 {或 反对 
称 ) 张 量 对 应 的 区 种 夭 阵 均 匹 区 别 地 对 称 ( 或 反对 称 )。 


2.1.3 二 阶 张 量 的 行列 式 


二 阶 张 量 所 对 应 四 种 钞 同 的 抑 阵 分 别 具 有 不 同 的 行列 式 值 。 由 (2. 1. 3b) 式 知 
det(T1) = gdet(ts) = gdet(t1) = Bdet(t,) (2.1.11a) 
通常 ,定义 3 的 行列 式 为 张 量 芋 的 行列 式 
detT ~ det(71) (2, 1, 11b) 


52 . 


丈量 分 析 ( 弟 2 版) 


由 于 两 个 二 为 转 置 的 矩阵 的 行列 式 值 相等 ,所 以 


det(fr ) = det(t7T), det(r7 ) = det(r7) 《2. 1. 12a) 
det(z 开 ) = det(t1) = det(f7) = det(s7 ) (2, 1. 12b) 

故 两 个 互 为 转 置 的 张 量 的 行列 式 相 等 
det = detT (2.1.13) 


2.1.4 ”二 阶 张 量 的 代数 运算 与 矩阵 的 代数 运算 


(1) 张 量 的 相等 、. 相 加 、 标 量 与 张 量 相 乘 等 代数 运算 均 与 矩阵 运算 一 一 对 应 。 
(2) 求 二 阶 张 量 的 迹 trT; 即 对 二 哈 张 量 分 量 进 行 缩 并 运算 ,对 应 于 求 (或 区) 矩阵 
的 对 角 线 元 素 之 和 ， 
trT = T= Ti+ T+ T= Ty; (2. 1.14) 
(3) 二 阶 张 量 与 矢量 的 点 积 .- 一 线性 变换 : 二 阶 张 量 了 在 右边 点 乘 矢量 站 得 到 另 一 
个 矢量 w 
w= Tu (2.1.15ay 
上 滤 的 分 晤 形式 为 
wi = Tu 《2. 1. 15b) 
上 式 相当 于 的 和 矩阵 乘 以 列 阵 [w ] 得 到 列 阵 [wi ] 的 多 阵 运算 。(2. 1. 15) 式 表示 的 运 
算 具 有 线性 性 质 ; 
TtaxgtBvo) =oT rut+hT:Yy 《2.1.16) 
式 中 ,8 为 任意 实数 ,um 为 任意 矢量 。 所 以 , 与 短 阵 相同 ,二 阶 张 量 也 对 应 于 一 个 线性 
变换 , 称 为 觅 射 。 每 一 个 二 阶 张 量 都 定义 了 一 个 将 矢量 空间 的 任 一 矢 黄 & 映射 为 另 一 矢 
量 v 的 线性 变换 。 
与 此 类 伏地 ,二 阶 张 量 工 在 赤 边 点 乘 矢 量 # 得 到 另 一 个 笑 量 上 为 
t=u:T 《2. 1. 17a) 
下 一 友人 《2. 1. 17b) 
上 式 相当 于 行 阵 [v] 乘 以 工 的 r: 矩阵 得 到 行 阵 [z] 的 矩阵 运算 。 应 当 指出 ,对 应 于 同一 
个 Wt 与 w 一 般 并 不 相等 ,但 实际 上 左 点 蒋 相 当 于 将 了 的 转 置 张 量 进行 右 点 乘 。 即 
Tru=u*: T" (2,1.18) 
通常 采用 (2, 1,15) 式 所 定 闵 的 线性 变换 , 故 定义 三 为 张 量 工 的 矩阵 。 只 有 当 工 为 对 
称 二 阶 张 重 时 , 右 点 乘 式 (2.1. 15) 与 左 点 乘 式 (2. 1. 17) 才 相等 ， 
NW 二 WW*N ( 当 NN 为 对 称 ) (2. 1.19) 
以 及 
机 一 一 和 ( 当 四 为 反对 称 ) {2.1,20) 
一 个 矩阵 对 应 于 一 个 双 线 型 函数 ,而 一 个 二 阶 张 量 分 别 左 , 右 点 乘 任意 二 个 矢量 也 对 


和 


应 于 一 个 双 线 型 函数 , 即 


fry) = Try = +*T y=T:xy 《2. 1. 21a) 
同时 ,如 同 对 称 和 矩阵 一 样 ,一 个 对 称 二 阶 张 量 世 对 应 于 一 个 二 次 型 
friyr) = Nuriri = 1 Nex (2, 1, 21b) 


(4) 二 阶 张 量 与 二 阶 张 量 的 点 积 ， 二 阶 张 量 和 与 二 阶 张 基 恕 的 点 积 仍 为 二 阶 张 量 ， 
设 为 C, 即 


C=A'8B 《2. 1, 22a) 
C= AB', C= ABY {2, 1, 22b) 
T= FATB, T= TTS 《2. 1. 22c) 


以 上 3 式 分 别 对 应 张 量 的 实体 形式 .分 量 形式 和 矩阵 形式 。 但 要 指出 , 拖 阵 乘法 与 张 量 点 
积 的 对 应 关系 仅 对 如 ,后 矩阵 成 立 , 对 李 玫 和 抢 阵 则 没有 这 样 的 对 应 关系 。 由 于 
GABA 
所 以 
t=, = rt 

还 应 注意 到 ,如 同和 矩阵 相 厂 的 次 序 不 能 互 换 一 样 ,二 阶 张 量 点 积 的 顾 序 也 是 不 能 交换 的 。 

《5) 二 阶 张 量 的 有 些 适 算 没 有 相应 的 拖 阵 运算 ,例如 并 乘 运算 。 

总 之 ,虽然 矩阵 与 二 阶 张 量 属于 两 神 不 同 前 概念 ,但 一 个 二 阶 张 量 总 可 以 在 一 定 的 从 
标 系 下 将 其 某 种 分 量 用 矩阵 表示 。 于 是 二 阶 张 量 的 一 些 运 算 就 可 以 表示 成 对 应 的 矩阵 运 
算 , 许 多 关于 算 阵 代数 学 的 结论 就 可 以 推广 应 用 到 二 阶 张 量 。 


2.2 正则 与 退化 的 二 阶 张 量 


2.2.1 关于 映射 的 几 个 定理 


二 阶 张 最 将 整个 矢量 空间 中 任 一 矢量 映射 为 矢量, 见 (2.1.15) 式 ;任意 二 阶 张 重 将 零 
矢量 映射 为 零 医 量 。 证 明 如 下 : 
T.0=T. (O00 =—0T D0 (2.2.1) 
由 (2,2, 1) 式 及 第 1 章 中 矢量 集 线 性 相关 的 定义 易 证 以 下 定理 。 
定理 任意 二 阶 张 量 将 一 个 线性 相关 的 矢量 集 映 射 为 线性 相关 的 矢量 集 。 
证 明 设 矢量 集 w( 站 (二 1,2,:…, 了 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 实数 (站 ,使 得 


! 

Yau) =0 
了 I 

0= TD aan = 2 a (Tu(i) ) (2. 2. 2) 
fm 


1 一 1 


合生 分 析 ( 第 2 收 ) 


至 于 二 阶 张 量 了 是 否 将 一 个 线性 无 关 的 矢量 集 映 射 为 线性 无 关 的 矢量 集 , 则 取决 于 下 一 
小 节 所 述 二 阶 张 量 了 的 正则 或 退化 性 质 ， 

定理 三 维 空 间 中 任意 二 阶 张 量 了 将 任意 矢量 组 u,v ,w 频 射 为 男 一 矢量 组 ,满足 

[Teou Trew Trwl=detTu wv w] (2. 2, 3) 
证 阴 [Ton Tow Tr w= Ta Ti "Tu 
=6em TT oT uu eT TT i udetTlu vv 

混合 积 [& vw w] 代表 了 3 个 矢量 构成 的 平行 六 面体 体积 ,所 以 (2. 2.3) 式 的 物理 
意义 是 : detT 等 于 T 对 矢量 组 所 做 映射 前 后 该 矢量 组 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 比 。 三 
维 空 间 中 3 个 矢量 是 否 线性 相关 取决 于 它们 的 混合 积 是 否 为 零 。 


2.2.2 正则 与 退化 


定义 行列 式 值 不 为 零 (detTz0) 的 二 阶 张 量 工 称 为 正则 的 二 阶 张 量 ;否则 称 为 退 
化 的 二 和 阶 张 量 ， 
显然 ,如 果 二 阶 张 量 下 是 正则 的 , 则 它 的 转 置 张 是 T" 也 是 正则 的 。 正 则 的 二 阶 张 量 
具有 以 下 午 要 性 质 。 
《1) 定型“ 二 阶 张 量 了 是 正则 的 必要 且 充 分 条 件 是 将 每 -组 线性 无 关 的 矢量 组 ua) 
(一 1,2,3) 上 映射 为 另 一 组 线性 无 关 的 矢量 组 了 ， xD)Gi 一 1,2,3)。 
根据 (2. 2. 3) 式 易 证 此 性 质 。 换 言 之 ,二 阶 张 重工 必 将 线性 无关 的 矢量 集 映 射 为 线 
性 无 关 的 矢量 集 , 其 条 件 是 二 阶 张 量 了 是 正则 的 ,而 退化 的 二 阶 张 量 则 将 线性 无 关 的 和 
量 组 可 能 映射 为 线性 相关 的 矢量 组 。 
此 定理 的 另 一 种 表达 方式 为 ; 
二 阶 张 量 下 是 正则 的 必要 日 充分 条 件 是 了 。g 一 0, 当 旦 仅 当 a 一 0 
或 者 ,二 阶 张 量 全 是 退化 的 必要 且 充 分 条 件 是 存在 4 冯 0 使 得 了 ,xz 一 人 
(2) 正则 的 二 阶 张 量 工 映射 的 单 射 性 ”对 于 任意 2 个 不 等 的 矢量 zeu ,被 工 映射 以 
后 仍 不 相等 Tu To . 
(3) 正则 的 二 阶 张 量 了 映射 的 满 射 性 
定义 ”对 于 正则 的 二 阶 张 量 T, 必 存在 唯一 的 正则 _ 阶 张 重 六 :使 
了 了 一 了 (2, 2, 4) 
T: 称 为 正 列 的 二 阶 张 量 的 送 , 正 则 的 二 阶 张 量 也 称 为 可 逆 二 阶 张 量 。 
可 证 正则 二 阶 张 量 的 送 张 量 的 你 阵 等 于 原 张 量 的 道 矩 阵 2 
[TY = [TJ (2. 2.5) 


也 ”见习 题 2 13, 污 者 自 证 
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显然 
1 
det( 工 ”) = 天 未 (2, 2, 6) 
(T) 一 了 (2.2,7) 
(TO) = (TD) (2. 2. 8) 呈 


满 射 性 ”对 于 正 旭 二 阶 张 量 了 对 任意 矢量 wu 所 做 的 线性 变换 T，a 一 mw: 必 存 在 唯一 
的 逆 变 换 ,使 人 ?w= 。 
退化 的 二 阶 张 量 不 存在 北 , 所 对 应 的 线性 变换 没有 单 射 性 与 满 射 性 。 


2.3 .二 阶 张 量 的 不 变量 
本 节 中 均 采 用 张 量 开 的 f 矩阵 所 对 应 的 混合 分 量 械 ' ,进行 讨论 ,限于 三 维 空 间 。 


2.3.1 张 量 的 标量 不 变量 


二 阶 张 量 了 一 了 .88 的 分 量 与 基 张 量 均 随 坐 标 转换 而 变换 ,从 而 保证 了 其 实体 对 于 
坐标 的 不 变性 。 但 如 果 对 这 些 稍 坐标 转换 而 变化 的 张 量 分 量 进行 一 定 的 运算 (例如 , 这 
些 适 算 可 以 由 几 个 工 自身 进行 ,也 可 由 了 与 度量 张 量 C 或 置换 张 量 e 进行 ) ,就 可 以 得 到 
一 些 不 适 坐 标 转换 而 变化 的 标量 ,这 种 标量 称 为 张 量 了 的 标量 不 变量 ,简称 为 张 量 的 不 
变量 .例如 


G:T=G* T= T= T= tT= 0 《2.3.1) 
TT= TTi= tT De=C, (2, 3.2) 
GA THAT T= CG, (2, 3. 3) 


此 处 CC:,C 都 是 标量 。 通 常 对 于 一 个 二 有 阶 张 量 可 以 写 出 许多 这 种 标量 不 变量 


2.3.2 二 阶 张 量 的 三 个 主 不 变量 
在 二 阶 张 量 的 各 种 不 变量 中 ,下 式 所 定义 的 三 个 不 变量 称 为 主 不 变量 


一 G: T= iT'= T., C2, 3. 4a) 
万 = 立 8%T4T3 = 于 TIT 人 - TT (2. 3. 4b) 
A 一 二 TTT 三 Fe TT IT 一 detT (2. 3. dc) 


加 见习 题 2.14, 读 者 自 证 
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= T+ Tt 7, 《2. 3. 5a) 
Ty Thi) |17 TS | TT 
真一 TT T Ti Tl x (2, 3. 5b) 
1 + 2 "3 3 * 1 
TI T T, 
= TY 开工 (2.3.5c) 
TT 了 了 3 


二 阶 张 量 个 对 任意 线性 无 关 的 矢量 ww,v ,w 进行 线性 变换 满足 字 
[Tou vo w+ Tow w+t[u v Tw=Alw wv Ww] (2. 3. 6a) 
[Te Tu wtfn Tow TIT ED Twl=Au ov w] 


(C2, 3, 6b) 

[Tow TV Tw= Alun v ¢W (2. 3, 6c) 
对 于 正则 1 二 阶 张 量 了 .还 有 Nanson 公式 

(TW XT vy) = ET) (ux) (2, 3.7) 


2.3.3 ”二 阶 张 量 的 和 矩 


次 点 积 ( 仍 是 二 阶 张 量 ) 再 求 迹 得 到 阶 矩 名 


=tT= TT (2, 3. 8a) 
R=: DD= TT (2. 3, Bb) 
真一 trT TD = TTiT, (2, 3.8c) 


二 阶 张 量 的 矩 fi ,大 ,下 稚 此 之 间 是 三 个 互相 独立 的 不 变量 ,但 它们 与 主 不 变量 后, 乒 ， 
夯 之 间 是 互 不 独立 的 。 可 以 证 明 它们 之 间 满 足 ， 


=A (2. 3.9a) 
= 2 (2. 3.9b) 
2 一 {由 六 一 3 十 3 鸭 (2,3. 9c) 
以 及 
下 = (2, 3. 10a) 
= Lf (2. 3. 10b) 
1 FA 1 肯 人 站 】 二 
各 = 6 )》 -ah 2 十 本 有 {2. 3, 10c) 


自 其 证 明 网 习题 2. 4， 
名 ”其 证 明 见习 题 2. 20。 


人 


而 高 于 3 阶 的 矩 ( 便 如 , 八 一 tr(T T+ 了 :人 D)) 与 反 ,大 ,内 互 不 独立 ,0 

一 个 二 阶 张 量 可 以 有 许多 标量 不 变量 。 介 是 ,由 2.6. 1 节 的 讨论 可 知 ,三 维 空间 中 对 
称 二 阶 张 量 有 6 个 独立 分 量 , 只 有 3 个 独立 不 变量 ; 非 对 称 二 阶 张 量 有 9 个 独立 分 量 , 只 
有 6 个 独立 不 变量 ， 


2.4 二 阶 张 量 的 标准 形 


三 维 空间 中 一 个 二 阶 实 张 量 的 9 个 分 量 都 是 实数 ,坐标 转换 时 这 9 个 分 量 将 发 生变 
化 ,本 节 讨 论 当 和 坐标 转换 至 什么 情况 下 (与 韧 冶 坐标 系 的 转换 关系 总 何 ) 此 二 阶 张 量 化 为 
标准 形 的 问题 。 祖 当 于 在 矩阵 代数 学 中 ,通过 初等 变换 将 一 个 矩阵 化 为 标准 形 与 求 特征 
值 的 问题 。 求 标准 形 的 问题 在 力学 .物理 学 中 有 着 广泛 的 应 用 。 钢 如 ,对 于 一 个 应 力 ( 或 
应 变 ) 状 态 的 9 个 应 力 (或 应 变 ) 分 量 通 过 坐标 转换 求 主 应 力 ( 或 主 应 变 ) 和 主 方向 ;已 知 在 
一 个 坐标 系 中 曲面 的 昌 率 和 捏 率 求 其 主 曲 率 :等 等 。 本 节 对 于 对 称 二 阶 张 量 与 非 对 称 二 
阶 张 量 分 别 予 以 讨论 , 实 对 称 二 阶 张 晤 总 可 以 化 为 对 角 型 标准 形 且 主 方向 互相 正 交 ; 但 是 
非 对 称 二 阶 张 量 不 一 定 能 化 为 对 角 型 标准 形 且 主 方向 不 正 交 。 


2.4.1 实 对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 


2.4.1.1 基本 概念 
为 使 于 讨论 ,我 们 先 不 加 证 明 地 络 出 一 些 基 本 概念 ,然后 再 子 以 证 明 , 有 些 证 明 将 放 
在 习题 中 由 读者 完成 ， 
定义 ”对 于 一 个 实 对 称 二 阶 张 量 
N= N gag’ (2.4.1) 
《上 式 中 gi 是 初始 坐标 系 的 基 矢 量 ) ,必定 存在 一 组 正 交 标准 化 基 ea ,eye ,在 这 组 基 中 ， 
N 化 为 对 角 理 标准 形 > 


N= Nae Nee + Neyea (2, 4. 2a) 
其 对 应 的 矩阵 是 对 角 型 的 , 即 
NO 01 
N=10 N 0 | 《2. 4. 2b) 
0 0 Nj 


称 Na ,NN 为 张 量 NN 的 主 分 量 , 正 交 标准 化 基 ge; ,es 的 方向 为 张 量 入 的 主轴 方向 
《或 主 方向 ) ,对 应 的 篇 卡 儿 坐标 系 称 为 张 量 N 的 主 坐标 系 。 


芯 ”利用 第 了 章 中 的 [3.4, 8 起 可 证 上 =trtT :TT 了 下 一直 宙 
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人 
今后 我 们 需 证 明 ， (1) 对 称 二 阶 张 量 必定 存在 实 的 主 分 量 ; (2) 主 方向 互相 正 交 。 
2.4.1.2 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 


本 小 节 将 给 出 N 的 主 分 量 是 它 所 对 应 的 特征 方程 的 根 ,而 主 方向 则 是 相应 的 特征 矢 
量 方 向 。 

设 矢量 4 的 方向 是 N 的 一 个 主 方向 , 则 根据 (2, 4. 1) 式 及 主 方向 的 定义 , 太 将 a 映射 
为 与 其 自身 平行 的 矢量 ,并 加 以 放大 (或 缩小 ), 商 倍数 为 4, 按 照 定义 ,4 是 a 所 对 应 的 主 
分 量 , 即 


Nea=m~ia (2, 4. 34) 
上 式 的 分 量 形式 为 
Nai=ia: (i=1,2,3) (2. 4. 3b) 
上 式 中 N',, 是 (2, 4,1) 式 中 初始 坐标 系 中 的 分 量 。(2. 4. 3b) 式 还 可 以 写作 
(Bi Na=0 (=1,2,3) 《2.4. 3c) 
其 展开 式 为 


人 一 
— Nial+Q— Na — Na =0 {2, 4, 3d) 
— Na—Nat+Q— No)a=0 
这 是 ai(j=1,2,3) 的 一 组 齐 次 线性 代数 方程 组 ,对 其 求解 可 以 得 到 ai(j 二 1,2,3) 的 比值 ， 
即 矢 量 a 的 方向 。(2. 4. 3) 式 存在 非 零 解 的 条 忻 是 其 系数 行列 式 值 为 零 , 即 
A(A) = det(Bi— N',)=0 (2.4.4) 
由 (2,4, 3d) 和 (2. 3.5) 式 易 知 : (2, 4,4) 式 中 4 的 系数 就 是 N 的 3 个 主 不 变量 让 ,由 ,看 ， 
可 证 得 
A0Q) 二 计 一 六 六 十 六 1 一 着 (2. 4.5) 
《2,4, 4) 式 称 为 张 量 N 的 特征 方程 ,行列 式 (2, 4.5) 称 为 张 量 入 的 特征 多 项 式 ，N 的 特征 
方程 是 三 次 代数 方程 ,有 三 个 根 4, 称 为 特征 根 , 也 就 是 张 量 N 的 主 分 量 。 当 三 个 特征 根 
为 非 重 根 时 ,分别 对 应 有 方程 组 (2.4, 3d) 的 三 组 wj= 1,2,3) 的 非 堂 解 ,各 自 构成 不 同 
的 矢量 方向 , 称 为 特征 矢量 ,也 就 是 与 主 分 量 相 对 应 的 六 的 三 个 主 方向 。 

2.4.1.3 实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 根 必 为 实 根 

实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 必定 具有 3 个 实 根 , 其 证 明 如 下 。 

设 特征 方程 (2. 4. 4) 有 一 个 复 根 ,由 于 其 系数 全 为 实数 , 放 4 的 共 斩 复数 也 必定 是 
特征 方程 的 另 一 个 根 。 如 果 人 对 应 的 特征 秋 量 是 a( 其 分 量 也 寂 及 复数 ) ,4 对 应 的 特征 矢 
量 就 应 是 at 其 各 分 量 是 a 的 对 应 分 量 的 共 应 复数 )。 
由 了 一 Ad 有 
可 得 a Na=iaga a*Niam~iga 
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但 因 NN 对称 ,以 上 两 式 的 诺 端 相等 ,a ，N :a 一 a，N，&a, 故 其 右 端 也 相等 , 即 (1 一 人 a 
4 二 0,. 注 意 到 44a 关 0, 故 A 一 A4==0,4 是 实数 ， 

2.4.1.4 实 对 称 二 阶 张 量 主 方向 的 正 交 性 

当 对 称 二 阶 张 县 具有 3 个 不 等 的 实 根 ,入 ,入 时 , 设 太 > > ,所 对 应 的 三 个 主轴 
方向 qi ,as ,ay 是 唯一 的 县 理 相 正 交 。 其 证 明 方法 与 前 -小 节 类 似 ,读者 可 作为 习题 
自 证 。 

当 实 对 称 二 阶 张 量 有 重 根 时 ,主轴 方向 将 不 是 唯一 的 。 此 时 将 重 根 代 人 方程 
《2.4. 3d) 时 ,其 系数 策 阵 的 秩 将 小 于 2， 当 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 具有 2 个 相等 的 实 
根 时 , 设 宙 三, 关 入 ,与 和 对 应 的 主 方向 as 是 一 个 确定 的 主 方向 ;与 a 垂直 的 平面 内 任 
意 方 向 均 基 主 方向 ,可 任 取 其 中 2 个 互相 正 交 的 方向 ,as 为 主 方向 。 当 对 称 二 阶 张 量 
N 的 特征 方程 具有 3 重 实 根 时 ,在 空间 任 一 组 正 交 标准 化 基 中 N 都 化 为 对 角 标 准 形 , 称 
这 种 张 最 为 球形 张 量 , 记 作 P。 球 形 张 量 的 主 分 量 为 


P=P, =P, = 3 (2, 4. 6a) 
= 16 (2. 4, 6b) 


综 上 所 述 ,无 论 实 对 称 二 阶 张 是 的 特征 方程 是 否 有 重 根 ,总 可 以 选择 一 组 笛 卡 几 和 坐标 
系 为 其 主 坐 标 ,坐标 轴 方 向 为 其 主 方向 ， 


2.4.1.5 实 对 称 二 阶 张 重 所 对 应 的 线性 变换 人 ” 
由 (2.4. 2a) ,2,4. 3a) 式 可 知 , 实 对 称 二 阶 张 量 N 所 对 
应 的 线性 变换 是 将 N 的 三 个 主 方 向 上 的 矢量 a; ,qi ,a; 映射 四 
为 平行 于 其 自身 的 方向 ( 同 向 或 反 向 ) 的 矢量 , 旦 各 自 放 大 om 
NiN: ,NN; 售 ,如 图 2.1 所 示 ， 即 4 Ma 
Nia= Ng / 
N: dd, = Na; /wa 
N+ a = Nya (2.4.7) 图 2,1 对 称 二 有 阶 张 量 的 映射 
NN 可 以 写成 如 (2., 4. 2a) 式 的 标准 形 
N= em 十 a + 十 ea (2. 4. 8) 


2.4,1.6 主 分 量 是 当 坐 标 转换 时 及 的 混合 分 量 对 角 元 素 之 驻 值 
证 朋 此 命题 涉及 求 函数 Ni 二 BiBIN' ,Ny 一 BL PLN', ,Ny 二 Bi PEN' 的 条 件 极 什 
问题 ,其 条 件 是 当 进行 坐标 转换 时 ,转换 系数 (函数 的 自 变量 ) 应 满足 
AlB1= 1, PrPi=1, PB,=1 (2. 4.9) 
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以 Ni 为 例 , 证 明 当 进行 坐标 转换 时 ;使 N:, 取 驻 值 的 条 件 就 是 与 (2.4. 3e) 式 相同 的 求 齐 
次 线性 代数 方程 组 的 特征 值 与 特征 矢量 问题 。 若 引 人 近 格 朗 日 蓝 子 六, 则 问题 化 为 求 下 


列 跑 数 9 的 无 条 件 报 值 问题 
p= 有 PN 一 AR 人 一 1) (2, 4. 10) 
使 函数 g 取 极 值 的 条 件 为 dp=0, 妈 
0 = dp = (BN';— 闪 B81 )d8 十 (NE 一 从 向)d81 (2.4. 11) 


由 于 dp/ dp8; 的 任 音 性 ,使 (2, 4. 11) 式 得 到 满足 的 条 件 是 
(CN 一 邓 ) 有 = 0G 二 1,2,3)， 以 及 (N' 一 答 )8 一 0G 二 1,2,3) 

同 理 ,有 z 

CN — 从 DB =0,. 以 及 (N -BP =0 (2. 4. 12) 
由 (2.4. 12) 式 ,使 转换 系数 8' (i 二 1,2,3;7 一 1,2,3) 有 非 零 解 的 条 件 是 ACA) ==detC(26; 一 
AN) 一 0 此 式 就 是 入 的 特征 方程 (2. 4. 4 起， 解 得 拉 格 朗 日 妨 子 4 的 3 个 根 , 便 可 求 得 
对 应 的 转换 系数 应 及 相应 的 坐标 x" 的 方向 ,这 就 是 使 Ni ,NS ,5 限 驻 值 的 方向 ,显然 
它 与 NN 的 主 方向 是 完全 一 致 的 。 将 (2.4.12) 第 1 式 给 出 的 丰 代 人 张 量 分 量 的 坐标 转换 
关系 还 可 以 得 到 

N', = PBIN’' = " ~ 2.4.13) 

该 式 说 明 在 zz 举 标 系 中 入 的 祭 阵 的 非 对 角 元 素 均 为 零 ,而 对 角 元 素 为 拉 格 朗 日 葬 子 1， 
也 就 是 六 的 特征 方程 的 根 。 

2.4.1.7 对 称 二 阶 张 量 标准 形 的 应 肝 

例 2.1 连续 介质 力学 中 最 常用 的 应 力 张 量 5 应变 张 量 s 等 都 是 对 称 二 阶 张 量 。 从 
本 节 的 分 析 可 知 ,对 于 三 维 空间 中 任意 的 应 变 (或 应 力 ) 状 态 ,必定 都 (至 少 ) 存 在 三 个 互相 
正 变 的 主 方向 ,在 此 方向 上 ,只 有 正 应 变 (应 力 ), 没 有 兽 应 变 { 应 力 ), 称 为 主 应 变 ( 应 力 )， 
三 个 沿 主 方向 的 线 元 受到 应 变 张 量 的 作用 后 ,只 有 伸缩 变形 ,没有 角 变 形 。 尖 坐标 轴 旋 
转 时 , 正 应变 ( 应 力 ) 的 驻 值 为 3 个 主 应 变 ( 应 力 )。 

例 2.2 例 1,.8 已 证 明 惯 性 矩 张 基 工 是 对 称 二 阶 张 量 。 任 取 一 绿 3 个 正 交 标准 化 
基 汪 的 6 个 分 量 ( 惯 性 矩 与 惯性 积 ) 随 坐标 轴 旋 转 而 变化 ,必定 存在 3 个 使 惯性 矩 取 驻 值 
的 方向 , 称 为 惯性 主轴 方向 ,刚体 对 于 此 3 轴 的 惯性 积 为 零 。 

例 2.3 比例 张 量 与 相似 张 量 在 髓 性 力学 中 描述 比例 加 载 时 需 用 婚 比 例 加 载 的 概 
念 ,其 定义 如 下 ; 若 有 两 个 二 阶 张 量 了 与 了 ,在 同一 坐标 系 中 ,其 9 个 分 量 均一 一 对 应 地 
成 比例 , 则 称 这 两 个 张 量 是 比例 张 量 。 

由 于 对 称 二 阶 张 量 必 定 具 有 3 个 互相 正 交 的 主 方向 ,所 以 对 于 对 称 二 阶 张 重 N 与 
N' ,只 要 它们 的 主 方向 相 局 , 且 其 对 应 的 主 分 量 成 比例 , 即 


7 一 7 一 下 7 《2. 4. 14) 
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则 此 两 个 对 称 二 阶 张 莉 就 是 比例 张 量 。 如 果 两 个 张 量 只 满足 (2. 4. 14) 式 而 主轴 方向 不 一 
定 相同 , 则 称 两 张 量 相似 。 


2.4.2 ” 非 对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 


对 非 对 称 二 阶 张 量 了, 也 需 讨 论 通过 坐标 转换 化 为 某 种 形式 的 标准 形 的 问题 ,以 便 对 
其 本 质 有 更 深入 的 了 解 。 让 我 们 参照 讨论 对 称 二 阶 张 量 的 办 法 建立 它 的 特征 方程 。 设 存 
在 某 个 方向 的 矢量 ,任意 实 二 阶 张 量 了 将 a 映射 为 平行 于 其 自身 的 矢量 并 放大 4 
倍 。 即 


T.a=ia C2. 4, 15a) 
其 分 量 形式 为 
(一 To (=1,2,3) 《2.4, 15b) 
与 对 称 二 阶 张 量 的 (2. 4, 4),(2.4.5) 式 类 似 , 非 对 称 二 阶 张 重工 的 特征 方程 为 
AQ) 二 市 一 看 如 十 太一 下 二 0 {2, 4.16) 


与 实 对 称 二 阶 张 量 不 同 , 对 上 述 特 征 方程 不 一 定 能 找到 3 个 实 根 , 对 应 3 个 主 方向 ,使 张 
量 了 在 由 这 3 个 方向 构成 的 坐标 系 中 化 为 对 角 标 准 形 ， 

由 于 张 量 T 的 分 量 .从 而 其 不 变量 是 实数 , 故 特征 方程 (2. 4. 16) 是 一 个 实 系数 方程 ， 
它 必 定 有 一 个 实 根 , 记 作 和 。 谈心 对 应 的 特征 矢量 为 怠 ; 取 其 作为 一 个 基 矢 量 , 则 

T,g; = 4 8 (2.4. 17a) 

任 选 与 g; 线性 无 关 的 矢量 81 ,8g ,与 8; 构成 一 组 基 矢 量 , 则 根据 <2.4.17a) 式 , 张 量 了 对 
于 这 组 基 矢 量 的 并 矢 展开 式 与 相应 的 年 阵 分 别 为 

T= Tig8 + TB tT gg + Tagg + Tgg + Tg + hg 
Ti Ti 0 
Ti 了 T 0 
TT’ TT; 
是 否 能 进一步 选择 g; ,8 ,使 上 述 张 量 的 矩阵 化 为 某 种 形式 的 标准 形 (不 一 定 是 对 角 标 准 
形 } 呢 ?这 取决 于 特征 方程 (2, 4. 16) 有 什么 性 质 的 根 。 下面 按照 特征 方程 有 重 根 和 无 重 
根 两 种 情况 分 别 进行 讨论 。 

2.4.2.1 特征 方程 无 重 根 的 情况 

特征 方程 (2, 4. 16) 无 重 根 ,去 居 和 MA 时 有 两 种 可 能 : 

(1) 特征 方程 具有 3 个 不 等 的 实 根 一 一 为 实 根 。 此 时 为 ,32 , 祖 分 别 对 应 3 个 不 
同 的 特征 矢量 g, ,gs ,8g;。 可 证 它们 必定 线性 无 闫 ,故此 3 个 特征 矢量 可 以 构成 一 组 基 矢 
量 。 现 用 反 证 法 证 明之 ， 

设 ,gi ,8 线性 相关 , 即 存在 一 组 非 零 的 系数 ci ,co es ;使 得 


[TJ]= (2.4. 18) 


”和 寻 | 


好 
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Bi 二 cB 二 cg 一 《2. 4, 19a) 
用 了 点 积 上 式 , 注 意 到 2,4.17a) 式 以 及 
Teg =i Tg~= hg {2.4. 17b,c) 
则 
AciBit Arcsg 十 cs = 0 {2.4. 19b) 
再 用 工 点 积 (2, 4, 19b) 式 ,得 到 
Mop — acags + Acg = 0 (2.4.19c) 
以 op cg 时 为 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 (2. 4. 19a,b,c) 的 系数 行列 式 为 
1 ] 1 
Al hh 
CA)? Ch) Gy 


由 于 已 假说 太夫 天 0 , 故 上 述 系 数 行列 式 值 不 为 零 , 好 方程 组 (2. 4. 19a,b,c) 没 有 非 堆 
解 ,只 有 =e 一 ec; 一 0。 教 81 8 85 必 线 性 无 关 。 

于 是 ,可 以 取 名 ,fi ,gs 作为 一 组 基 矢 量 (一 般 不 正 交 )。 在 此 坐标 系 中 , 非 对 称 二 阶 
张 量 了 可 化 为 对 角 标 准 形 


T= hp Agg + hg (2, 4, 20a) 
Al 0 0 

[TJ]= 0 h 01 (2.4, 20b) 
0 0 | 


此 时 ,了 对 应 着 这 样 的 线性 变换 : 将 沿 特征 矢量 & ,8; ,8; 方向 的 矢量 映射 为 平行 于 
其 自身 的 矢量 有 分 别 放 大 为, ,A 售 , 如 图 2 2 所 示 。 


, Tg 
Ni A 


四 区 
~ 2 
| Ta 
i 


图 2.2 特征 方程 具有 3 个 不 等 实 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


(2) 特征 方程 具有 1 个 实 根 与 一 对 共 罗 复 根 一 一 41 ,4, 为 一 对 共 示 复 根 , 设 
入 二 4 十 亡 。 加 二 和 A 一 讨 (2.4.21) 
此 时 ,(2. 4. 17ayb,e) 式 仍 适用 ,如 仍 将 了 表示 成 如 (2. 4. 20) 式 的 对 角 标 淮 形 , 则 入 
对 应 的 特征 矢量 gg 也 必然 涉及 复数 , 且 其 在 初始 坐标 系 中 的 分 量 一 一 对 应 地 互相 共 
郝 , 但 这 样 就 可 和 失 了 在 三 维 实数 空间 中 的 直观 意义 。 
为 了 将 了 表示 成 某 种 实数 形式 的 标准 形 ( 不 一 定 是 对 角 标 准 形 }, 可 令 
g: 一 鼻 十 及 
8 = itg—g) 


2 一 队 业 


8 一 有 《2. 4. 22) 
此 时 了 在 基 矢 量 8i ,gi ,8 所 构成 的 坐标 系 中 分 解 的 分 量 必定 是 实数 。 由 (2. 4. 17a,b， 
6) ,2,4,22) 和 (2.,4.21) 式 可 知 gt ,g; 经 T 作用 后 映射 为 
了 下 一 gi + HY 


T, g: =— jg! 十 从 7 (2. 4.23) 
工 ， gy 二 AsBy 
故 工 可 以 化 为 下 列 实数 形式 的 标准 形 ， 
T= Og + 8 8 + (~ HR! + MB 十 各 88 (2. 4. 24a) 
A —pk 0 
LT,,]= , a ,| (2, 4. 24b) 
0 0 


上 式 中 ,4 分 别 为 共 示 复 根 和 ,4 的 实 部 与 虞 部 ,gi ,gz ,8 是 与 复数 特征 矢量 8 ,8; ,83 
间 满 足 (2.4 22) 式 的 基 矢 量 ,g' ,g* ,8 分别 悬 81 ,gz ,8 的 对 侦 基 ， 

特征 方程 具有 一 对 复 根 及 一 个 实 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 了 对 应 著 这 样 的 线性 变换 , 将 
矢量 gs 放大 1 人 悦 ,方向 不 变 。 矢量 gy ,8; 经 线性 变换 后 ,不 再 沿 原来 的 方向 , 即 不 仅 有 仲 
缩 变 形 ,还 有 偏转 ， 见 图 2. 3 。 


图 2,3 特征 方程 具有 一 对 共 轿 复 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


2.4.2.2 特征 方程 有 重 根 的 情况 
实 系数 方程 的 复 根 必须 成 对 出 现 , 所 以 对 于 特征 方程 (2.4 16) 有 重 根 的 情况 ,无 论 有 
二 重 根 或 三 重 根 ,它们 都 庶 是 实 根 ， 此 时 , 张 重 工 不 一 定 能 化 为 对 角 型 标准 形 ,一 般 说 来 
是 化 为 约 当 (Jordan) 标 准 形 ,这 由 张 量 了 的 特征 矩阵 
ZN) = [入 ;一 TT! ] (2. 4. 25) 
的 初等 因子 (其 定义 见 68 页 末 注 决定 。 当 年 阵 2CA) 的 初等 因子 都 是 简单 的 ( 即 一 次 的 ) 
时 ,了 (4) 经 过 急 等 变换 2 可 以 化 为 对 角 标 准 形 ; 当 和 矩阵 (4) 的 初等 因子 不 全 是 简单 的 ( 即 


中 代数 学 中 以 短 际 (其 元 侍 为 《的 多 项 式 的 矩阵 称 为 4 奸 阵 ) 的 初等 变 斤 是 指 下 列 三 种 变换 ，(1) 挫 阵 的 行 ( 列 ) 互 
换 位 置 ; (27 和 矩阵 的 其 一 行 ( 列 ) 去 以 非 零 的 常数 | 3) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 另 一 行 ( 烈 ) 的 gK) 情 ,gx 和 是 4 的 密 项 式 。 
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有 高 于 一 次 的 初等 因子 ) 时 ,CX4) 化 为 几 个 约 当 块 按 对 角 排 列 构成 的 标准 形 ， 
无 论 哪 一 种 情况 , 当 特 征 方程 有 重 根 时 ,特征 方 站 都 不 唯一 。 
1. 特征 方程 是 有 二 重 实 根 (4 一 居 矢 1) 
(1) 特征 第 阵 的 初等 因子 全 为 简单 的 , 即 (4) 经 过 初等 变换 ,可 以 化 为 


AA) 0 0 
ZA) 一 0 A—Al) 0 2,4.26) 
0 0 一) 
此 时 工 可 以 化 为 对 角 标 准 形 
T= hgg 二 AB +hBbg C2. 4. 278} 
A 0 0 
[TJ]= ia 0| (2. 4. 27b) 
0 0 Nj 


非 允 称 二 阶 张 量 的 特征 矢量 不 正 交 。 它 所 对 应 的 线性 变换 是 将 gi ,gz 构成 的 平面 上 的 任 
意 矢 量 均 放大 外 倍 ,将 g; 方 问 的 天 景 伸 长 办 倍 。 如 图 2.4 所 示 。 


A 
py By 
和 了 
~ 8; 


~、 A 引 8 
图 2.4 特征 方程 具有 重 根 , 初 等 因子 全 简单 的 非 对 称 
二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


(2) 特征 齿 阵 具有 2 次 的 初等 因子 (4 一 以 及 (一 可): 古 (4) 经 过 初等 变换 ,可 以 
化 为 


{A 一 A1) 一 ] |: 9 
J tA) 0 : 
A) = | |- 0 (一 机 )， 0 《2.4.28) 
0 1 (4;) 和 
0 ; AA ) 
式 中 J ,C41) 称 为 阶 对 应 于 特征 根 A; 的 约 当 块 ， 了 可 以 化 为 的 当 标准 形 
T=Ag8 ThE EE AB (2,4, 29a) 
a 1 0 
[Ty]= 0 2 0 (2. 4. 29b) 
0 0 入 


此 时 了 所 对 应 的 线性 变换 是 将 Bl :Rs 各 放大 AlsAs 入, 而 将 gk 映射 为 (gi 十 向 ) ,其 大 
小 ,方向 均 改 变 , 如 图 2,5 所 示 。 
上 述 两 种 具有 二 重 根 的 情况 ,其 特征 天 量 组 都 不 唯一 。 寻 求 方法 如 下 : 将 as 分 别 


图 2.5 特征 方程 上 共有 二 重 根 、 初 等 因子 非 全 简单 的 
非 对 称 二 阶 张 基 对 应 的 线性 变换 


代 人 方程 组 (2, 4. 15b) 式 可 唯一 地 确定 特征 矢量 g; .8; ,它们 分 别 满足 
Tg =Ag {2. 4, 30a) 
T» gg; = Mg (2. 4, 30b) 
另 一 与 后 ,8 非 共 面 的 gs 可 以 利用 (2. 4. 274) 或 者 (2, 4. 29a) 式 与 已 知 的 特征 方程 寻找 。 
选择 一 组 基 矢 量 g! ,8; ,全 ,使 
gi 二 和 
8 一 8 人 2. 4, 31a) 
根据 (2. 4. 30a;,b) 式 以 及 有 二 重 根 时 工 的 特征 方程 ( 它 不 随 坐 标 变 换 而 改变 ) ,在 这 组 坐 
标 系 中 的 矩阵 及 并 矢 式 应 为 


2 Tl 0 
[Ti]= 0 % 0 
0 TS Nh 
T=Ahgrg + (Thug 十 和 于 + Tg )g 十 入 8 有 《2.4, 31b) 


显然 ,对 于 选 定 的 基 矢 量 gi ,时 和 8 的 分 量 了 ,T:* 都 是 已 知 的 。 
然后 ,从 基 矢 量 gj ,gi ,g; 出 发 ,进行 坐标 转换 ,寻找 能 将 工 表达 为 并 矢 式 (2.4. 27a) 
或 (2.4, 29a) 的 基 矢 量 g;。 设 
如 二 Big +B: gz + gy (2.4.32) 
问题 化 为 寻求 8! ,B: ,8: 。 出 于 gi 与 gi'g; 非 共 面 , 故 上 式 中 Bi 必 不 为 零 。8 的 选择 应 
满足 
Tg - Lg: ”初等 因子 全 简单 ) 
gz 十 8 《初等 因子 非 全 简单 ) 
将 (2.4.31b)，(2.4.32) 式 代 人 (2.4 33) 式 左 端 , 则 
了 时 = 大 了 1 用 十 加 且 十 [BY T+ 8: Ch — 1) ]g (2, 4. 34a) 
为 使 (2. 4, 33) 式 得 到 满足 ,(2. 4. 34a) 式 中 对 名 的 分 量 必须 为 堆 ; 因 为 一 思考 0 故 可 选择 
有; ,使 


(2, 4. 33) 


Bi TB Qs A)=0 (2. 4. 34b) 
至 于 (2, 4, 34a) 中 对 gs 与 所 的 分 量 , 可 分 为 两 种 情况 ， 


。。 非 重 分 析 ( 第 2 版 ) 


(i) 对 于 初等 因 予 全 简单 的 情况 , 必 有 7T52 一 0, 从 而 8 可 以 任 选 ，。 
《iD) 对 于 者 等 因子 非 全 简单 的 人 情况 , 必 有 了 1 天 6, 可 选 


BY 


1 


一 7 
了 本 


{2. 4. 34c) 


结合 (2. 4 3layb),(2.4. 34a} 式 可 知 ,无 论 对 于 哪 一 种 情况 ,(2., 4. 33) 式 能 否 被 满足 都 与 


(2.4,32) 式 中 Bi 的 取 值 无 美 。 故 8 可 以 任 取 。 所 以 及 不 唯一 。 


2. 特征 方程 具有 三 重 实 根 (4 二 1 二 4,) 
特征 矩阵 2(4) 的 性 质 可 分 为 3 种 ， 


情况 1; 具有 3 个 全 为 1 次 的 初等 因子 (4 一 A); 


情况 2: 具有 初等 因子 (4 一 属于 ， (4 一石] 
情况 3, 具有 3 次 的 初等 因子 (2 一 )。 


经 过 初等 变换 ,ZCU) 可 以 分 别 化 为 
ra—A) 
情况 1， FW=| 0 
| 0 
EE 
情况 2 : F(A)=| 0 
9 
FOA—A1) 
情况 3， PU)=| 0 
| ， 


0 
(A—A1) 
0 
一 1 
人 4 一 四 ) 
0 
一 1 
刀 一 局 ) 
0 


三 种 情况 下 ,工分 别 做 为 下 列 形式 的 标准 形 


情况 1: 对 角 型 标准 形 


0 -3 
0 
(A 一 A1)J 
9 
0 
(4—24,) 
0 3 
一 ] 
(4 一 机 )] 


T=Agg Ag ag =AG 


[T,1= 


A 0 
0 A 


0 
1 
0 0 AN 


《2. 4. 358) 


(2. 4. 35b》 


T 只 能 是 对 称 二 阶 张 最 并 且 是 球形 张 量 , 它 所 代表 的 线性 变换 是 将 三 维 空 间 中 任意 


方向 的 矢量 放大 售 。 
情况 2: 约 当 型 标准 形 


T=hpg 二 (gg 十 Ag 


A 1 0 
0 0 向 


[= 


(2, 4, 35a) 


(2, 4, 35b) 
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它 所 代表 的 线性 变换 是 


T+ 二 (2, 4. 36a) 
T"g = hg 十 《2. 4.36b) 
一 《2.1.365) 
情况 3: 约 当 型 标准 形 
T=hg8 + (8 + hg + (lg + hg (2. 4. 97a) 
A 1 9] 
T=10 1 (2.4.37b) 
0 日 A 
它 所 代表 的 线性 变换 是 
Trg 一 8 (2, 4. 39ay 
T+ ge = gg (2. 4, 38b) 
Tg 二 让 后 十 部 (C2, 4. 38) 


情况 2,3 所 代表 的 线性 变换 都 使 线 元 不 仅 有 伸缩 变形 ,还 有 旋转 。 其 中 情况 3 如 图 2.6 
所 示 。 
如 
SB 
~ 8 号 二 
NE 
图 2.6 特征 方程 具有 三 重 根 ,初等 因子 为 3 次 的 非 对 称 
二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


EE FR) 
Ee 


A 


至 于 特征 方程 有 三 重 根 时 的 基 和 汞 量 , 对 于 情况 1. 了 为 球形 张 量 时 ,可 以 选择 空间 在 
一 组 正 交 标准 化 基 为 基 矢 量 。 对 于 情况 2,3,T 为 约 当 型 标准 形 时 ,可 以 选择 所 对 应 的 
特征 矢量 为 一 个 基 和 拓 量 g, ,其 余 两 个 基 矢 量 分 别 根据 52. 4. 36a,b,c) 式 或 (2, 4. 38aybye) 
式 确 定 。 泡 论 哪 一 种 情况 ,特征 方向 都 不 唯一 。 
例 2.4 和 将 非 对 称 二 阶 张 量 了 = 28e@ 十 eje; 十 2ese; 十 4ese; 化 为 标准 形 ， 
解 了 对 应 的 特征 矩阵 与 特征 方程 为 
(A— 2) 0 一 ] 
TWO- 0 -2) 10 : 
0 0 2-4) 
A = Q—2)0—4)=0 
具有 二 重 根 ， 和 =2， 和 二 2， 二 4 
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互 (4 的 行列 式 央 子 们 ; 
规定 Di)=1, DC)=1 D0)=4-2,D 0)= 2) A— 4) 
本 A 
求 不 变 因 子 * B= 0 ED)=] ,Ed)=A—2,F,() = —2)(A—4) 


初等 因子 号， (2- -2)，(4.…2), (2 -4); 全 简单 ， 
了 化 为 对 角 型 标准 形 
T= 288 +288 +4g8 


2 0 9] 
ET’, j= : 2 0: 


0 0 | 
寻找 特征 矢量 gi ,gs ,8;: 
将 加 =2， 二 4 分别 代 人 方程 组 (2. 4. 30a) 
式 与 (2.4. 30b) 式 23, 可 以 求 得 对 应 的 特征 矢量 
(网 图 2. ?7)，。 


县 : 一 Le Ze 
本 


8 的 方向 余弦 当 " =0,w "任意 , 故 可 以 取 和 要 全 生生 全 
直 干 e; 的 平面 内 任意 一 个 矢量 作为 基 矢 量 ; 例如 取 二 ei。 
此 外 ,很 设 在 垂直 于 6, 的 平面 肉 另 一 个 与 8， 正 交 的 矢量 w 一。 此 时 可 求 得 ， 


8 一 4 一 Fe =0, = 


将 gi,g (i 二 1,2,3) 代 人 对 角 型 标准 形 检查 ,可 以 满足 原 张 量 的 要 求 。 
本 算 例 还 说 明 , 虽 然 了 在 特征 矢量 g1 ,gz ,8; 中 的 短 阵 [T.)] 是 对 称 和 矩阵 , 伍 基 矢量 
B14:82:8; 不 正 实 ,了 不 是 对 称 张 量 ， 
例 2,5 将 非 对 称 二 阶 张 量 T=2eie 十 ees 十 eB; 十 2es@ 十 eze3 十 4e3e 化 为 标准 形 。 
解 了 对 应 的 特征 怎 阵 与 特征 方程 为 
(一 2 一 一 】 
五 (14) 一 Wy (A—2) 一 】 
i 0 0 (a—4)] 


全 行列 式 因 了 的 定名 为 : 设 矩 星 BC) 的 获 为 ,对 于 正 莹 数 记 ,1 迄 各 7 2 中 必 O 有 非 堆 的 不 角子 式 1 了 (A) 中 全 
部 羔 纵 子 式 的 最 大 公 因 式 口 ,i4) 称 为 台 4) 的 记 级 行列 式 国 子 。 

吕 ”标准 形 主 对 角 线 上 非 备 元素 称 为 EL 的 不 变 因 子 。 

健将 年 阵 了 (4 的 每 个 次 数 太 于 零 的 不 滞 因 子 分 解 成 互 淋 相 问 徇 … 哎 因 式 方 医 的 飞 积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 宏 
{相同 的 必须 按 出 现 的 次 数 计算 1 称 为 知 阵 到 4 的 初等 因子 。 

夯 它们 和 吉 省 一 个 笑 量 等 式 , 符 个 估量 起 包含 一 组 3 个 齐 次 线性 瞩 程 。 
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AD 一 (一 20204 一 4)》 一 1 
特征 方程 与 例 2, 4 完全 相同 ， 
马 ( 人 的 行列 式 因 子 ， 
规定 DD)=1,D =1,D(W=1,D, =H—2) A—4) 


求 不 变 因 了 E= :B= EW=1EW=0-2) 4) 


初等 因子 ; (4 一 2)* ，(4 一 4); 非 全 简单 ,与 何 2,4 不 同 。 
TT 化 为 约 当 标准 形 : 


T= 2818 (g++2g) 8 + igg | 
特征 矢量 gj ,g; ;8g; 可 以 用 与 例 2,4 类 似 的 方法 寻找 。 
2.5 ” 几 种 特殊 的 二 阶 张 便 


本 节 对 几 种 特殊 的 二 阶 张 量 及 其 主要 特 竹 汇总 列 出 ,以 便 查 阅 。 


2.5.1 零 二 阶 张 量 0 
零 二 阶 线 量 对 应 的 第 阵 为 


0 0 0 
-| 0 0 C2. 5,1) 
0 0 0 
等 二 阶 张 量 将 任意 矢量 映射 为 零 矢量 , 它 是 一 种 等 跌 的 退化 二 阶 业 基 ， 
Ou=0 C2. 5, 2) 
式 中 左 端 的 怠 是 零 二 阶 张 量 , 右 疹 的 0 为 零 失 量 。 
2.5.2 度量 张 量 G 
Gpgi8'g = 8 og 8 —g "gh; (2. 5. 3a) 
1 0 0 
al ， (2.5.3b) 
0 0 1 
度量 张 量 将 任意 失 量 映射 为 原 矢 量 , 即 
Gruso (2,5.4} 


度量 张 量 与 任意 二 阶 张 量 的 点 积 份 为 该 张 最 自身 , 即 
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GT=T=T.6 (2.5.5) 
因此 ,有 些 书 中 将 度 基 张 量 定 作 工 或 1 


2.5.3 二 阶 张 量 的 震 


2.5.3.1 二 阶 张 量 的 正 整 数 次 需 
定义 # 个 工 的 连续 点 积 为 了 的 4 次 圭 


T= 了 .了 
Ti =T:T:T 
: {2.6.6) 
T= TT 
T 本 车 当 然 林 以 写成 T'。 工 的 窒 之 间 进 行 点 积 显 然 有 
于 (2. 5.7) 
2.5.3.2 二 阶 张 景 的 零 次 车 
出 于 
加 六 
故 可 以 定义 任 砷 一 阶 张 量 的 零 次 寡 是 虚 量 张 量 , 即 
天 = 人 (2. 5.8) 
这 样 (2.5. 起 是 适用 于 禹 指数 为 零 的 情况 。 
2.5.3.3 二 阶 张 量 的 负 整数 次 用 
(2.2.4 臣 已 定 浆 了 正则 的 一 阶 张 虹 的 道 。 显 然 , 由 (2 2 4) 和 (2.5.8) 式 可 知 ， 
{2. 3. 7) 式 也 适用 于 辕 指 笋 为 一 1 的 情况 。 进 - - 步 吕 定 多 
1 
T TT {2.5,9) 


用 此 ,2. 5.7) 式 也 可 适用 于 负 整 数 雷 的 情况 ， 
2.5.4 正 张 量 、 非 负 张 量 及 其 方 根 、 对 数 


下 张 量 , 非 负 张 量 都 属于 对 称 二 阶 张 量 N。(2. 1. 21b) 式 指出 对 称 二 阶 张 量 N 对 应 


善 一 个 二 次 型 #，N， ww, 如 果 这 个 二 次 型 是 下定 的 , 则 称 N 是 正 张 量 , 记 作 六 >05 如 果 这 
个 二 次 型 是 非 负 定 的 , 则 称 N 是 韭 负 张 量 , 记 作 和 N 闫 0。 即 


定义 正 张 量 N 0 满足 rr， Na=AN: >0 对 于 任意 w 关 0 


(2. 5, 10) 
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非 负 张 是 N30 满足 &， Na=AN: aez0 对 于 任意 wx0 {2,5, 11》 
对 称 二 阶 张 量 N 必定 可 在 一 组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 标 淮 形 
N= Niee + Nee + Nese, (2.5. 12) 
N 为 正 张 量 的 必要 旦 充分 条 件 是 
NO DO NiD0 (2.5. 13a) 
N 为 非 负 张 量 的 必要 且 充 分 条 件 是 
N00 N20 V0 C2, 5, 13b) 


对 于 非 负 张 量 ,圭一 节 所 述 张 量 的 麦 的 定义 可 以 扩展 到 方 根 。 可 以 证 明 .对 于 非 负 张 
量 N 之 0, 存 在 唯一 的 非 负 张 嫩 MM 大 0 使 


Mi=N {2,5, 14a) 
定义 邮 为 N 的 方 根 , 记 作 
ME 一 AN 2, 5,14b} 
习题 2. 27 证 明 ; MT 与 具有 相同 的 主 方向 
Mo— Mee Me,e, + M,e,e; (2.5,15n) 
且 其 主 分 量 为 
Mi = vv = i2, 5, 15b) 


当然 也 可 以 将 上 述 讨论 扩 展 到 任意 方 次 的 根 ; 如 NN 空 0, 思 为 非 负 整数 , 则 存在 唯一 的 
8 一 有 20 


S= Ni*ee 十 有 本 十 NI ee (2, 5, 16) 
还 可 以 将 上 述 讨论 扩展 到 正 张 量 N>>0 的 对 数 InA; 
lnN = (lnNi)ee, + (nN, }ese: + (nN, ee (2,5,17) 
习题 2. 16 中 证 明 , 利 用 性 意 一 个 非 对 称 二 阶 张 量 工 可 以 构造 两 个 非 负 张 量 : 
X=T,.T>0 
Y=T,T>0 (2.5, 18) 
如 果 工 是 正则 的 , 则 X,Y 是 正 张 其 ， 
X=T.T 0 


Y=T .TT->0 (2.9.19) 

一 般 说 来 , 交 ,Y 是 两 个 不 同 的 二 阶 张 量 ,但 是 可 以 计 明 " ,它们 县 有 相 问 的 主 分 量 , 只 是 主 
轴 方 向 不 同 而 已 。 

便 2,6 对 称 二 阶 张 量 N 的 法 分 量 与 前 分量 : 设 #,1 为 三 维 空间 中 一 对 于 相 正 交 的 

单位 矢量 , 则 N : nn 称 为 N 在 fn 方向 的 法 分 量 ;:N :Ht 称 为 N 在 n.t 方 向 的 前 分 量 。 以 

N 是 应 力 张 量 o 为 例 , 则 9 : nn 是 正 应力 ,而 ga : nt 是 前 应 力 。 如 朵 物体 中 作用 的 应 力 张 


全 见习 是 39.2,31 
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量 e 是 正 张 量 , 则 在 物体 中 任 一 截面 上 作用 的 正 应 力 部 是 控 应 力 。 
2.5.5 二 阶 张 最 的 值 


矢量 4 的 值 ( 模 ) |u| 即 其 长 度 , 可 通过 矢量 自身 的 点 积 Yu，u 求 得 , 值 ( 模 ) 是 矢量 空 
间 的 一 种 范 数 , 它 满足 范 数 公理 的 三 个 条 件 , 即 非 负 性 ,对 称 人 性 与 三 角 不 等 式 。 类 仪 地 ,可 
以 定义 二 阶 张 量 的 值 |4| , 它 通过 二 阶 张 量 自身 的 双 点 积 求 得 。 


:4 下 At TI) (2. 5. 20) 
根据 (2, 5, 18) 式 ,2.5. 20) 式 给 出 二 阶 张 量 和 的 一 个 非 负 的 标量 不 变量 ,可 定义 
[aij= vA A = vA:A= Vir(d. AT) (2, 5. 21) 


易 证 二 阶 张 量 的 值 也 满足 范 数 公理 的 三 条 件 , 故 可 作为 二 阶 张 量 空间 的 一 种 范 数 ， 
本 节 与 上 陛 节 实际 上 是 给 出 了 一 些 简单 的 二 阶 瀛 量 的 张 量 函数 。 关 于 张 量 函数 的 一 
般 讨 论 , 将 放 在 下 一 章 中 。 下 两 节 将 讨论 两 种 特殊 的 非 对 称 二 阶 张 量 。 


2.5.6 反对 称 二 阶 张 量 


2.5.6.1 定义 
满足 Q= -227 的 张 量 称 为 反对 称 张 量 。 在 任 一 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,其 第 阵 为 反对 称 ; 
0 0 
[= [2,1= |-Q: 0 a (2. 5, 22) 
0, 0 0J 


故 反对 称 一 阶 张 量 只 有 3 个 独立 的 非 零 分 量 。 但 在 任意 坐标 系 中 ,70.] 不 一 定 是 反对 称 
矩阵 。 


如 所 对 应 的 线性 变换 满足 
Qu = 一 we (2. 5. 23) 
2.5.6.2 反对 称 二 阶 张 量 的 主 不 变量 
Ji=0, 太一 
(十 人 一 (2. 5. 24) 


上 式 中 82 恒 大 于 零 , 故 可 用 一 个 正 实数 p>>0 的 平方 表示 。 上 式 显示 二 阶 反 对 称 张 重 是 
退化 的 二 阶 张 量 , 它 只 有 一 个 独立 的 主 不 变量 ， 
2.5.6.3 反对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 
下 的 特征 方程 为 
入 十 人 一 0 (2. 5, 25) 
全 的 特征 方程 具有 一 个 实 根 4 与 一 对 共 轨 虚 根 21 ,1 , 邵 


Tt 


Cot Nw Mg C2, 5. 26) 

心 所 对 应 的 特征 方向 的 单位 矢量 为 e; ,e; 满足 
pe-0 (2. 5. 27) 
e; 称 为 反对 称 张 量 的 轴 ， 反对 称 张 量 的 一 个 重要 性 质 是 将 其 轴 方 向 的 矢量 映射 为 替 矢 
量 , 所 以 e 方向 也 称 为 反对 称 张 量 的 零 向 ， 设 ,加 对 应 的 特征 矢量 (复数 基 ) 是 gi ,8， 


在 Bl Bz 与 & 中 1 得 可 化 为 对 角 型 标准 形 : 


gi 0 全 
[2]= 0 一 外 0 {2, 5. 28a) 
0 0 0 


上 式 还 可 以 按照 2. 4.2. 1 节 中 给 出 的 一 般 方法 由 复数 形式 的 对 角 标 准 形 求实 数 形 式 的 标 
准 形 ,但 对 于 反对 称 张 量 , 只 需 在 垂 育 于 轴 方 向 @ 的 平面 内 任 选 一 组 正安 标准 化 基 矢 量 
前 €] 和 四 ,有 在 ee，yes 这 组 基 中 就 可 以 化 为 以 下 


实数 形式 的 标准 形 ， 
Al 4 rp1= 8 0 0 
0 0 0 


图 2.8 反对 称 张 量 品 对 应 的 特征 矢量 eR 
与 反 偶 基 量 (2. 5, 28e) 的 标准 形 对 于 简直 于 es 的 平面 内 任意 


一 组 正 交 标准 化 基 矢 量 剖 是 不 变 的 。 可 以 令 @1 ye 
在 该 平面 内 绕 @ 旋转 0 角 变 为 el ,er ( 见 图 2.8), 而 证 明之 ， 
2.5.6.4 反对 称 二 阶 张 量 的 反 偶 矢量 
定义 ”矢量 m 与 内 之 间 满 足 


1 —p 0 


(2. 5. 28b) 


-Es je n (2. 5, 29) 


则 称 @ 为 反对 称 二 阶 张 量 上 R 的 反 惕 矢量 。 而 称 一 与 叱 互 为 对 侦 。 反 对 称 二 阶 张 量 也 
可 以 用 其 反 偶 矢量 表示 
= {2.9.30) 
其 证 明 见习 题 1. 49。 
可 以 将 品 对 任 一 矢量 # 所 做 的 线性 变换 化 为 避 的 反 偶 矢量 中 与 # 的 叉 积 : 
"um Xu (2,5.31) 
实际 上 ,将 (2.5, 28c) 式 代入 (2.5. 29) 式 , 易 证 介 的 反 侦 矢 重 就 是 旭 的 轴 方 向 的 矢量 ,其 


下 证 明 见 习题 1.48 


可 
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向 二 ge， (2. 5. 32) 
如 前 述 ,反对 称 二 阶 张 量 只 有 一 个 独立 的 非 零 分 量 ,所 以 用 一 个 矢量 就 可 以 给 出 
的 全 部 信息 。 
2.5.6.5 上 反对 称 二 阶 张 量 避 所 对 应 的 线性 变换 
反对 称 二 阶 张 重 允 所 代表 的 线 人 变换 如 图 2.9 所 示 , 它 将 轴 方 向 的 矢量 映射 为 零 矢 
量 ,将 垂直 于 轴 方 向 平面 内 的 任 一 矢量 化 @， 旋 
转 rz2 并 放大 虽 人 悦 , 如 图 2.9 孙 。 好 


re = Ye 
和 +，e: =— $8 {2,5, 33a) 
经， 3 一 0 
对 于 空间 任 一 矢量 二 机 十 妈 和 所 十 出 B: 生 所 图 2. 9 反对 称 张 量 几 对 于 矢量 站 所 做 的 


在 连续 介质 力学 中 ,中 在 基 种 情况 下 代表 了 小 转动 ,如 图 2.9 订 。 其 条 件 如 下 , 矢量 
下 经 总 作用 , 变 为 吕 ， 4 一 由 XU 如 果 理 解 为 这 是 吕 所 造成 的 让 的 增 量 , 则 二 变 为 4 十 
如 一 (G 二 吕 )， 8， 该 矢量 的 模 为 开 


[GD 人 = (+OxX w= 站 
所 以 , 当 9S&1 时 ,有 代表 了 小 转动 ,@ 是 小 转动 天 量 。 
2.5.7 正 交 张 量 


2.5.7.1 定义 
一 个 正则 二 阶 张 景 , 坟 送 与 其 转 置 张 量 相等 , 则 称 该 正则 二 哈 张 量 为 正 交 张 量 , 用 尼 
去 示 。 即 


d=-2 (2.5. 34a) 
:0 = :0=6G (2, 5, 34b) 
正 交 张 量 欧 奸 阵 : 由 (2.5.34a) 以 及 (2 2.5) 式 可 知 
人]= [0 j= LO] (2. 5. 35a) 
LQ JL2J= [QJLQ’ j= LG] (2, 5. 35b) 


应 注意 在 一 般 的 斜 举 标 系 中 ,[Q?] 关 [QJ]; 正 交 张 量 的 矩阵 不 是 正 交 入 阵 。 只 有 在 第 卡 


… 此 式 的 证 明和 见习 题 1. 48 
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儿 坐 标 系 中 , 才 有 
[Lo = ， [02712j= Lo]LO = [0,] (2. 5. 36) 
此 时 正 交 张 量 的 称 阵 是 正 交 矩阵 , 即 每 行 、 每 列 各 自 的 平方 和 为 1, 每 二 行 (或 列 ) 的 同 列 
(或 行 ) 元 紊 的 乘积 之 和 为 零 。 
2.5.7.2 正 交 变换 的 " 保 内 积 "性 质 
正 交 张 量 所 对 应 的 线性 变换 , 称 为 正 交 变 换 , 它 具有 以 下 “ 保 内 积 ” 性 质 。 
定理 任意 矢量 zx, 用 同一 个 正 交 张 量 进行 映射 后 ,其 内 积 不 变 , 即 
{QOD Ov0}—ury (2.5.37) 
利用 (2, 1. 18) , (2. 5. 34a) 式 可 证 明 上 式 。 反 之 ;上述 定理 的 道 定 理 也 成 立 。 
道 定 埋 。” 若 一 个 二 阶 张 量 对 于 任意 两 个 矢量 u,v 进行 线性 变换 后 , 仍 保 持 此 二 矢量 
的 内 积 不 变 , 则 此 二 阶 张 量 必定 是 正 交 张 量 Q@。 读 者 可 由 {2, 5. 37) 式 自行 证 明 ,外 
(2.5.37) 式 表示 的 “ 保 内 积 * 性 质 ,其 几何 意义 是 指正 奖 变 换 只 能 将 空间 一 组 基 矢 重 
进行 刚性 旋转 (可 能 加 镜面 反射 ) ,不 能 改变 它 科 的 长 度 与 来 角 。 今 后 将 经 过 正 交 变 摘 的 


矢量 用 试 训 上 符号 "一 "表示 。 例 如 : Q + u=& 
2.5.7.3 正 交 张 量 的 并 矢 表 达 式 
正 交 张 量 的 并 矢 式 用 其 混 变 分 量 可 表达 为 


QO= QQ.88 = Qg'g, (2, 5. 38) 
利 由 正 交 变换 后 的 基 矢 量 宕 达 为 
Og = = Ag (2. 5, 39a) 
Q'g = = Qtg 2. 5, 39b) 
可 以 将 正 交 张 重 表示 为 用 该 张 量 进行 正 交 变换 前 后 的 基 矢 量 并 矢 之 和 , 即 
0 = Bg = pi (2. 5, 40) 


注意 此 时 前 矢量 是 正 交 变换 后 的 基 矢 量 , 后 矢量 是 变换 前 的 基 矢 晤 ， 
如 果 采 用 目 交 标准 化 基 8 (i 二 1,2,3), 则 
0 = BeBe + es (2, 65. 41) 
此 时 
cosfei yi 机) 一 下 和 一 人 全 et 一 全 | {2, 5, 42} 
所 以 ,在 正 交 标准 化 基 中 , 正 交 张 量 的 分 景 @., 就 是 基 矢 量 ei 与 经 该 正 交 张 量 变换 后 的 基 
矢量 &, 之 间 的 夹 角 方 向 余弦 ， 


在 并 习题 的 
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2.5.7.4 正 交 张 量 的 标准 形 
”由 (2.5.34b} 及 (2, 1.13) 式 可 知 , 正 交 张 量 的 行列 式 值 der@= 中 应 满足 
det OQ det Q° = (det 0)!: = 1 
因此 detQ=J? 只 可 能 有 两 种 情况 
detd = £7= 1 (2, 5. 43a) 
detQ = £9=— 1 C2. 5, 43b) 
称 行列 武 值 为 1 的 正 交 张 量 为 正常 正 交 张 量 , 记 作 及; 行列 式 值 为 一 ] 的 正 交 张 量 为 反常 
正 交 张 量 , 记 作 一 只 由 (2. 2.3) 式 可 知 , 任 一 组 基 失 量 的 混合 积 在 正 交 变 换 前 后 满足 
[高 总 癌 ]== detQ[ g, 8 ga (2. 5, 44) 
此 式 说 明正 常 正 交 变换 使 基 矢量 只 产生 整体 的 刚性 转动 ,右手 系 的 基 先 量 仍 变 为 右手 系 ; 
反常 正 交 变 模 使 基 矢 量 不 仅 有 贱 性 转动 ,还 进行 了 一 次 镜面 反射 。 
为 研究 正 交 张 量 的 标准 形 , 需 研 究 其 特征 方程 的 特征 根 与 特征 矢量 。 设 其 3 个 特征 
根 分 别 为 社 , 如 ,9 ,其 中 必 有 一 个 是 实 根 , 设 为 灼 , 且 由 正 交 变换 * 保 内 积 * 的 性 质 , 实 根 
机 只 能 等 于 1。 由 于 二 相机 可 二 二 1; 鼓 可 假设 
对 于 正常 正 交 张 量 虹 
对 于 上 反常 正 交 张 量 一 民 
假设 冯 所 对 应 的 特征 方 向 上 的 单位 关 量 为 和 正常 正 交 变换 将 不 改 
变 方向 矢量 的 大 小 与 方向 :反常 正 交 变换 对 6; 方向 矢量 作 镜 面 反射 。 
至 于 如 与 好 ,… 般 情况 可 假设 为 一 对 其 罗 复 根 


A = et = cosp+ i sing 


和 本 (2. 5.45) 


A = er 一 cosg— i sing 《2. 5. 46) 
当 g=0,7 时 为 两 个 特例 ,47 与 22 都 是 实数 ,分 别 为 1,1; 或 者 一 ] ,一 1， 
正常 (或 反常 ) 正 交 张 量 的 复数 形式 对 角 型 标准 形 为 


er 0 
+R]= er 1 (2.5.47) 
0 0 十 1 
仿 眼 2.4.2,1 节 中 处 理 共 儿 复 根 (2. 4.21) 式 的 办 法 ,化 为 实数 形式 的 标准 形 为 
rosp 一 Sin 人 0 
[ 土 R]= be cosgp 0 (2. 5, 48a) 
0 0 十 ] 


此 时 ,在 垂直 于 。 的 平面 内 任意 一 对 正 交 标准 化 基 a ,e; ,都 可 作为 对 应 的 特征 矢量 ,如 
图 2.10 示 。 在 这 组 正 交 标准 化 基 中 ,正常 (或 反常 ; 正 交 张 量 的 并 矢 式 为 
十 月 一 cosptee ep) sing(ge — ee) + 6 6 (2.5. 48b) 
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正 交 张 量 对 其 特征 矢量 所 做 的 线性 变换 为 
Ee, = 二 Rre = cospel + Sng er 
本 一 十 及 ee 一 一 Sinp el + cosg es (2,5. 49) 


和 3 一 士 R * 娄 二 二 uk: 


图 2.10 正 斧 张 量 对 应 的 特征 矢量 与 正常 正 突变 换 图 2.11 皮 常 正 交 变 换 


例 2.7 正 交 张 量 对 任意 矢量 二 的 映射 反常 正 交 张 量 对 于 任意 矢量 所 敌 的 线性 
变换 一 Rn, 是 将 4 绕 e; 旋 转 5 角 ,再 对 于 eve 所 在 平面 做 一 镜面 反射 ,如 图 2. 11 示 。 
读者 可 根据 (2. 5. 49) 式 自行 写 出 其 表达 式 并 证 明之 ， 


2.6 二 阶 张 量 的 分 解 


2.6.1 二 阶 张 量 的 加 法 分 解 
对 于 任意 二 阶 张 量 了 一 了 ,8 一 了 全) 一 了 8 一 TB 可 以 进行 对 称 化 与 反对 
称 化 运算 , 即 由 了 与 TI 分 别 构 造 下 式 ， 


N= (TTT) (2, 6. 1a) 
Q= 3(T—7) (2. 6. 28) 
上 三 式 的 分 量 表 达 式 为 
N = 3(Ty tT), N= (T7474), 
N' = F(T T*)， Ns = 了 CT TF) C2. 6. 1b) 
D = 工 (T Ti), 0 = dT Ti) 
9 uy Hi i sii 
0 = F(T TD), 0 (TY T) C2. 6. 2b) 
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贞 对 称 一 阶 瑟 量 与 反对 称 二 阶 张 量 的 性 质 易 证 ,任意 二 阶 张 量 工 都 叮 以 分 解 为 一 个 对 称 
一 和 NE 个 反 对 夭 _ 失 到 是 吕 CE 和 (2 2 式 只 地 确定 NS 者 
张 量 的 加 法 分 解 是 唯一 的 。 

一 般 的 二 阶 张 量 工具 有 9 个 独立 的 分 量 ,而 一 阶 对 称 张 量 共有 6 个 独立 的 分 量 , 二 阶 
及 对 称 张 量 具有 3 个 独立 的 分 量 。 

2.6.1.1 球形 张 量 与 偏 斜 张 量 

通常 ,对 于 对 称 二 阶 张 量 N, 还 可 以 进一步 分 解 为 球形 张 量 了 与 偏 括 张 量 DD, 即 


N=P+D (2. 6.3) 
或 
T=N+N=P+D+n (2. 6.4) 
其 中 ,球形 张 量 为 
已 = Pgg' = SHCG= 7 gs (2. 6. 5a) 


球形 张 量 只 有 一 个 独立 的 分 量 


[sw™, NN,) 当 


i l Ti i 
GO 个 二 一， 一 2. 6, 5b 
P., a: ? 3 了 | ) 


i 
球形 张 基 的 一 个 主 不 变量 为 

= 由 = 站， 天 = f=H0) (2.6.6) 
和 
或 性 意 二 阶 张 量 了 的 第 一 主 不 变量 。 球形 张 其 的 3 个 主 分 量 均 相等 ,空间 任 一 组 正 交 标 
准 化 基 都 是 球形 张 量 的 特征 矢量 。 

P -Pp,-P. A 于 (NI NS, NS,) (2.6.7) 


因而 ,任意 两 组 球 缘 张 量 都 是 比例 张 量 ， 
侦 斜 怠 量 五 为 


Dp 一 8 CN,, — PP, gg (2, 6, Ba) 


PN 一 3 8 


Ni NY + NS FNS) i=j 

_ | 3 C2. 6. 8b) 
\ N, A 

偏 斜 瑟 量 的 3 个 分 量 除 满足 对 称 亲 件 外 ,还 应 满足 其 第 一 主 不 变量 为 零 的 条 件 , 故 只 有 5 
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个 独立 的 分 量 。 其 3 个 主 不 变 晤 为 下 
=0 (2. 6. 9a) 
EE (2. 6. 9b) 
ri er ] ry 2 NY , 
产 二 坟 一 3 大 十 亲友 ) (2. 6, 9e) 


显然 ; 偏 斜 张 量 吕 上 只 有 2 个 独立 的 不 变量 。 可 以 证 明 ,对 于 偏 糙 张 量 , 按 (2. 3, 5b) 式 计算 
所 得 的 多 恒 为 负 。 偏 斜 张 量 的 特征 方程 为 
二 A 一 =0 (2. 6., 10) 

由 仿 斜 张 量 的 定义 式 (2 6, 8) 易 证 , 偏 斜 张 量 DP 的 主 方向 就 是 它 所 对 应 的 对 称 张 量 
NN 的 主 方向 ,这 也 可 以 从 球形 张 量 的 主 方向 为 任意 去 理解 ， 

2.6.1.2 利用 偏 斜 张 量 求 对 称 二 阶 张 量 的 主 分 量 与 主 方向 

一 般 说 来 , 米 对 称 二 阶 张 量 N 的 3 个 主 分 量 需要 求解 其 特征 方 释 (2. 4.4) 式 , 当 特 征 
多 项 式 (2,4.5) 不 能 敌国 式 分 解 时 是 比较 麻 煤 的 。 偏 鲜 张 是 DD 只 有 2 个 独立 的 主 分 量 ， 
由 于 其 第 三 个 主 分 量 DD; 与 能 2 个 主 分 量 之 间 满 中 


— D+D.) = 1, (2, 6. 11a) 

莫 有 
DDiD D+D D-H (2, 6. 11b) 
Di D:D = 8 (2, 6, 11¢) 


上 二 式 可 以 视 作 二 次 代数 方程 (2, 6, 10) 的 根 与 系数 的 关系 式 。 利 用 三 角 溺 数 和 其 化 积 公 
式 , 如 令 


D, — 加 v1 再 Teos{o 一 到 ) (2.6. 12a) 
D. -二 /TR Teos(ot+ 3 ) (2.6. 12b) 
D. 一 -二 VT Feosw : C2. 6. 12c) 
vi 
就 可 以 满足 (2. 6. 11) 的 三 式 ， 利用 (2. 6. 1lc) 武 可 证 
coOsdw 一 下 (2, 6. 13) 


不 失 广泛 性 ,可 设 DD 之 Di 之 D;, 因此 必 有 也 产 0,Ds 委 0, 从 而 


名 ”证 阴风 习题 2, 闻 
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0< ue (2. 6.14) 
如 果 采 用 4 一 二 一 “相应 地 (2.6. 12) 式 可 写作 
DO 万 /Rlsin(y+ | C2. 6. 15a) 
D. = vp |sing (2. 6. 15h) 
全 
一 上 x 
D,= 记 VIRlsin(Y+ 3 C2. 6. 15¢) 


其 中 


DL 
sin3y =- YR -Ty 


2 


(2, 6.16) 


(2.5. 12) 式 一 (2.6.14) 式 或 (2.6. 14) 式 一 (2.6. 16) 式 给 出 了 偏 斜 张 量 主 分 量 的 简单 算 


式 , 进 一 步 还 可 以 得 到 偏 斜 张 量 的 主 方 向 。 然 后 利用 下 式 
N; = D, + 3 (2,6.17) 


就 可 以 得 到 相应 的 对 称 二 阶 米 量 的 主 分 量 , 而 其 主 方向 就 是 侦 插 张 量 的 主 方向 。 


从 (2.6. 12) 式 或 (2. 6. 15) 式 关于 偏 斜 张 量 的 三 式 可 专 看 到 , 偏 斜 张 量 3 个 分 重 的 模 


只 取决 于 | 由 | , 即 其 第 二 主 不 变量 ,而 它们 之 间 的 比例 只 取决 于 (或 办 。 


可 以 这 样 来 解释 w 的 物理 意义 , 设 对 称 二 阶 张 量 N( 从 而 对 应 的 偏 斜 张 量 DD) 的 三 个 


互相 正 交 的 主 方向 分 别 为 记 , 认 和 鹿 , 对 应 的 主 分 量 为 Ni， 
Ns 和 N, 。 与 这 三 个 主 方向 等 倾 的 斜面 称 为 八 面体 等 斜面 ， 


其 法 加 单位 矢量 为 0 六 (二 二 十 ,如 图 2,12 示 , N 在 


人 面体 等 斜面 上 作用 的 矢量 分 量 为 
有 CN 十 Nels + Nsh) 


有 


p= Nn= 


图 2.12 从 面体 等 斜面 
其 法 向 分 矢量 为 


= {(N: HH)H = (Ni 十 十 Ni)n = SAn 


只 与 N 对 应 的 球形 张 量 有 关 ; 而 其 切 向 分 矢量 为 


de et (| 


第 2 章 一 阶 张 量 


= Dt ht Di) 


?只 与 N 对 应 的 偏 妊 张 量 有 关 ,或 者 说 ,只 与 及 有 关 ， 容易 计算 1r| 一 / A 


和 忆 在 八 面体 等 斜面 上 的 投影 构成 该 平面 上 互相 之 间 夹 角 为 120 "的 三 个 方向 , 设 沿 此 三 
个 方向 的 单位 矢量 分 别 为 i 与 iy ,从 几何 关系 可 以 导出 


2 fl, 
上 = 3 Ll 6 人 
Vsti Vi 
—— -i | /2 
FH 6 a 


由 上 式 并 考虑 到 已 十 应 十 Ps 二 0, 八 面体 等 斜面 上 切 向 分 矢量 f 沿 此 三 个 方向 的 分 量 分 


别 为 
“i = 3 VR cos(% 一 本 | 
(et) 


Tek =- 鼎 =- 一 及 Vv £2 |eosw 

由 上 述 三 式 可 知 ,w 表示 八 面 二 乔 上 的 站 与 一 二 的 夹 角 , 见 图 2. 12， 

例 2.8 加 法 分 解 在 塑性 力 党 中 的 应 用 。 ”在 小 变形 的 连续 介质 力学 中 ,加 法 分 解 
的 物理 意义 十 分 明显 。 例 如 可 以 把 位 称 梯 度 张 量 分 解 为 应 变 张 量 8 与 旋转 张 量 如 两 部 
分 。 其 中 应 变 张 量 是 对 称 张 量 ,由 2. 4 节 知 , 它 所 对 应 的 线性 变换 是 沿 主轴 方向 的 伸 长 
(或 缩短 ), 因 此 应 尝 张 量 老 示 线 光 的 纯 变 形 ; 而 旋转 张 最 史 是 反对 称 张 量 , 若 其 反 偶 矢量 
为 久 , 则 对 于 任意 矢量 #,88 所 做 的 线性 变换 为 

usu 

在 小 变形 情 沉 下 ,上 式 家 示 线 元 绕 自 的 轴 方 向 的 刚体 转动 ,转动 失重 为 外 的 反 偶 矢量 
因此 ,在 小 变形 问题 中 ,位 移 梯度 张 最 道 过 加 法 分 解 为 一 个 反映 纯 变形 的 张 量 和 一 
个 反映 刚体 转动 的 张 景 。 

在 塑性 力学 小 变形 理论 中 ,通常 进 -- 步 将 应 变 张 量 分 解 为 球形 张 量 6 与 偏 斜 张 量 
e 末 部 分 ,其 中 球形 张 量 代表 了 所 研究 徽 元 体 的 体积 变形 水 它 只 与 应 蛮 张 量 的 第 一 主 不 


wl 


人 见 2.5.6.5 节 和 图 2.9 


到 
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变量 有 关 
d= (6+) 一 页 一 36 
注 偏 斜 张 量 。 表示 微 元 体形 状 的 变化 。 对 于 绝 大 部 分 爹 属 材料 ,塑性 变形 不 包含 体积 变 
形 , 只 与 偏锋 张 景 e 有 关 。 
塑性 力学 中 常常 遇 到 比例 址 载 的 概念 。 对 于 鲍 斜 张 最 而 言 ,由 于 它 只 有 2 个 独立 的 
主 分量 ,所 以 如 果 两 个 偏 斜 张 量 e 与 e 具有 相同 的 主 方 向 ,其 主 分 量 满足 


名 或 下 一生 (2. 6. 18) 
el 2 人 [于 | 


它们 之 间 就 互 为 比例 张 量 。 从 (2. 6, 12) 式 或 (2. 6,15) 式 还 可 看 到 ,当主 方向 保持 不 变 时 ， 
一 系列 的 偏 笑 张 量 是 否 成 为 比例 张 最 只 取决 于 它们 的 w( 或 办 在 加 载 过 程 中 是 否 改 变 。 
塑性 方 学 中 还 常常 用 Lode 参数 来 表示 w( 或 办 
KL = YW3cot(wt x/3) = y3tany = Pt £2, 8.19) 
显然 ,比例 加 载 应 使 加 载 过 程 中 应 变 偏 量 的 主 方向 不 变 ,Lode 参数 py 不 变 , 只 改变 所。 
应 当 引 起 注意 的 是 ,正如 2.5.6.5 季 未 所 指出 ,在 连续 介质 为 党 中 ,对 于 大 变形 的 几 
何 分 析 , 这 种 基于 线性 可 加 规则 的 加 法 分 解 已 无 意义 ,而 且 此 时 反对 称 二 阶 张 量 也 已 不 能 
表示 纯 转动 ,必须 采用 下 一 小 节 所 介绍 的 乘法 分 解 。 
2.6.1.3 二 芥 张 最 标 量 不 变量 的 进一步 分 析 
任意 二 阶 张 量 了 的 加 法 分 解 式 (2.6.4): 
了 = N+ {2.6.4) 
将 其 中 的 对 称 张 量 N 在 其 主 辆 方向 , 即 正 交 标准 化 基 el ,e: ,ei 中 化 为 对 钊 型 标准 形 , 对 
应 的 垂 阵 为 
N: 0 0 
0 N, 0 
0 0 NJ 
因此 ,对 称 二 阶 张 量 入 的 任意 非 零 的 标量 不 变量 都 可 以 通过 Ni ,N,N 这 三 个 参数 表 
达 , 其 独立 的 不 变量 数 为 3 个 。 反 对 称 张 量 各 在 六 的 主轴 方向 的 矩阵 必定 可 表示 为 以 下 


[LN] = (2. 4. 2b) 


形式 ， 
0 0 Nl 0 一 的 
[的 = a 0 Ml= | a 0 ~—w 
人 0 ww: 山 0 


式 中 心 为 昌 的 反 偶 矢 量 ,由 (2. 5. 29) 式 定义 。 因 此 任意 二 阶 张 量 工 在 NN 的 主 坐 标 系 中 
的 分 量 依赖 于 6 个 参数 N; », Ns +N, 到] 2 Wo T 的 任意 非 零 的 标量 不 变量 都 可 以 通过 
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这 6 个 参数 表示 。 例 如， 
tN= N+N,+N, 
HN) = tr(N oN) = CON) + (NE)? + CN,)? 
NY) = (Ne Ne N) = (NI + CN) + (NY 
以 上 3 式 类 似 于 (2.3, 8a,b,c) 式 。 此 外 还 有 
r=, te) = tw) 0)], tur)=0 
以 及 
treN 有) = tr N) = 0, 
rN ) = [NF 十 Ny 加 十 好 ) 十 NN; (十 虹 )] 
trCON ,R=0 
tN RI) = tN ON) tr 一人) 
=— [Ni(e on) | NiCw i ot) Nitw oy] . 
tN A) = tN oR eoN) = tN Me ND) = tr N:)=0 
tr(N OD) = tN = ND) = N.Y)=0 
tN ON 0 = (RN: Qe N) =—2LN; Nw) + NN ) + NN, Cw,)*] 
tN OD) = tN ON) = (Ne ND) = HO N') = (Qe N,N) 
= [Ni od) NIG Fo) + Nt)] 
tN = 0 
tN sf Ns f= 0 = (Ni — Ni CNs — NOON, — NY) ew, 
= te Ne N= 
以 及 其 它 许多 标量 不 变量 。 上 面 以 %…" 表 未 按照 下 述 保持 循环 需 序 不 变 的 原则 衍生 出 来 
.的 迹 不 变量 ,例如 ; 
triag* bec) = tribhiecr a =itricras bh) 
tr bced) tribrerdra)=tricrdrash)= tridearbre) 
Boehler? 证 明 非 对 称 二 叭 张 量 了 的 任意 标量 不 变量 均 为 上 述 形式 的 迹 不 变量 中 ? 
个 不 变量 (我 们 称 为 "基本 "不 变量 ) 的 函数 ,它们 是 
tTNTCON trCOND tr 
Pennisi 与 Trovato2 举 了 许多 例子 ,证 明 这 ?7 个 基本 不 变量 中 的 任 一 个 都 不 能 表示 


TT Boehler, J.P.,, ZAMM §7, 3239~327(1977), . 
® Pennisi, Sand Trovato, M.,. On the irreducibility of Professor (G, F, Simiths’ representations {or isotropie 
functiona, Int. ]. Engng Sei, 2§, 1059~ 1065(1987). 
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为 其 它 6 个 的 单 值 函 数 。 例 如 ,其 中 一 个 例子 如 下 ， 


0 0 0 
N= 0 一 上 | 即 NI = 0， N; = 一 1， N;=1 
WU 0 1 


0 1 1 
oo | 0 | 即 wi 一 一 | ty 一 ]， o = 1 
一 一 1 0 


0 -11 
1 oO 1 
-1 17 
两 种 情况 人 1) 与 (2) 对 应 的 上 述 7 个 基本 不 变量 中 前 6 个 不 变量 值 相同 ,而 第 ? 个 不 变量 
的 值 却 不 相同。 这 一 例子 说 明 第 ?7 个 不 变量 不 能 表示 为 前 6 个 基本 不 变量 的 单 值 函数 。 

但 是 ,这 7 个 基本 不 变量 都 可 以 由 6 个 参量 Ni ,Ne ,N;,w ,ws 来 表示 的 ,因此 这 
?个 基本 不 变量 之 间 必 定 存在 某 种 关系 ,应 该 认为 这 7 个 基本 不 变量 之 中 只 有 6 个 是 独 
立 的 。 在 7 个 基本 林 变 量 所 梅 成 的 七 维 空间 ,它们 的 取 值 并 不 能 全 部 充满 ;只 有 与 6 个 参 
量 Ni ,Ni ,Ns ,wswy sw 所 对 应 的 六 维 子 空间 是 7 个 基本 不 变量 的 取 值 范围 。 我 们 可 以 
用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 事实 。 例 如 函数 Fe, 及 是 自 变 量 与 有 的 函数 ,其 中 o= 
sing,P 一 cos8， 两 个 自 变量 a 与 8 中 任 一 个 都 不 是 另 一 个 的 单 值 沙 数 ,因此 不 能 用 它们 中 
的 尾 一 个 代替 另外 一 个 。 但 是 这 两 个 自 变量 4 与 8 之 间 满 是 关 系 a 十 8 二 1, 所 以 a 与 8 
的 变化 域 并 不 是 Ca, 请 全 平面 ,而 只 是 其 中 半径 为 1 的 圆周 线 , 因 此 应 当 认 为 独立 的 自 变 
量 只 有 一 个 ( 即 邹 ， 


2.6.2 二 阶 张 量 的 乘法 分 解 ( 极 分 解 ) 


在 连续 介质 力学 中 进行 大 变形 的 几何 分 析 时 ,通常 需要 对 变 彤 梯度 张 量 进 行 乘法 
分 解 。 

定理 正则 的 二 阶 张 量 了 必定 可 以 分 解 为 一 个 正 交 张 量 中 (或 各 ) 与 一 个 正 张 量 二 
《或 丽 ) 的 点 积 


总 三 [ds) = 


» 即 hy] = 一 ]， Ww 一 1}， w=] 


T-0.H (2.6, 20a) 

T—H. 0, 《2. 6, 20b) 
(2, 6, 20a) 式 称 为 右 极 分 解 ,(2. 6. 20b) 式 称 为 左 极 分 解 ,可 以 证 明 , 左 . 右 极 分 解 都 是 叭 
一 的 。 
证 阴 (1) 对 于 正则 的 二 阶 张 量 了 存在 唯 一 的 正 张 量 吾 与 所 。 
车 (2, 6, 20) 式 的 两 种 极 分 解 成 立 , 则 


和 2 章 二 阶 张 主 ，， 师 


T= (0:H) -HH .0 =H':0 

T= 

TT=H :0 .0:H=F (2. 6. 21a) 

TT = (2, 6, 21b) 
上 式 指 出 了 上 出 正 则 的 二 阶 张 最 构 必 满足 (2. 6. 20) 二 式 的 正 张 量 下 与 再 的 方法 ,2.5.4 节 
中 业已 证 明 (2.5. 19) 式 TT'，T>>0 和 TT，T7>>0, 所 以 它们 奔 在 方 根 , 且 其 方 根 也 是 正 张 
量 , 即 


H= v 和 :了 >>0 (2, 6, 228) 
H= vT*:T>0 (2. 6. 22b) 


习题 2.9 与 2,21 还 证 明了 T7 .了 工 和 .了 7 .从 而 百 与 下 ,具有 相同 的 主 分 量 , 但 其 主 方 
向 之 间 差 一 个 刚性 转动 。 
(2) 由 TT 与 二 (或 Hi;) 队 一 地 确定 正 交 深 量 Q( 或 全 )， 
正 张 量 顾 与 且 , 的 逆 必 定 存在 , 故 可 唯一 地 构 作 . 
=T,.H" (2. 6, 23a) 
Q = (了 (2. 6, 23b) 
下 面 证 明 按 (2, 6, 23) 的 二 式 构 作 所 得 到 的 是 正 交 张 量 
QO = (THOT=(H DO) T= HD) ,TT= 有 
O07 = (Hi T}) = TT.ID 
0 :0=H' THTAH'=H.H:H!'=G.G=6 
QO=B :TA TH =H: HH =G*G=0G 
上 二 式 证 明了 按照 (2. 6. 23a;b) 二 式 可 以 唯一 地 构 作 丙 个 正 交 张 量 。 
同一 张 量 左 , 右 极 分 解 的 关系 为 
= (2. 6. 24) 
H=0Q0 :Hh:0, 即 二 =Q':H., 0 《2. 6. 258) 
证 明 上 二 式 的 方法 是 将 左 极 分 解 的 (2. 6. 20b) 式 化 为 右 极 分 解 的 (2. 6. 20a) 式 的 
形式 ， 
T=H'Q = :HQ : 
然后 证 明 信 ， 昌 ，。 QQ 是 一 个 正 张 量 。 再 利用 左 , 右 极 分 解 的 唯一 性 ,对 比 上 式 与 
C2. 6. 20a) 式 可 证 明 左 , 右 极 分 解 所 对 应 的 正 交 张 量 相等 , 即 (2. 6. 24) 式 ;还 可 证 明 左 , 右 
极 分 解 对 应 的 正 张 章 互 与 互 ,的 关系 (2.6,25a) 式 , 正 张 量 吾 与 吾 , 的 主 分 量 相 同 ,只 是 二 
组 基 矢 量 之 间 有 一 个 刚性 转动 由 。 即 


中 见习 筷 2. 2 
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中 
若 H= Dhee 则 Hi= 人》 信人 机 (2. 6. 25b) 
i=1 : 
式 中 3 =e (i=1,2,3) 


2.7 王 交 相似 张 量 


如 前 述 , 同 一 张 量 T 经 左 , 右 极 分 解 后 得 到 的 正 张 量 本 与 昌之 间 满 足 (2.6. 25a) 式 ， 
称 玉 与 有 H; 互 为 正 交 相似 张 量 ， 
定义 ”车 有 两 个 二 阶 张 量 坟 ,8B 之 间 满 足 
B=0.4:0, 即 A=0.B8.0 (2.7.1) 
式 中 吃 为 正 交 张 量 , 则 称 和 与 且 音 为 正 变相 似 张 量 ， 
下 面 的 定理 给 出 了 对 称 二 阶 张 量 满 足 正 交 相 似 的 充分 旦 必要 条 件 ， 
定理 ”对称 二 阶 张 量 NN 与 时 互 为 正 交 相似 的 充分 且 必 要 条 件 是 它们 的 3 个 主 不 变 
量 相等 。 
= (= 1,2,3) (2, 7.2) 
证 明 方 法 如 下 。 
(1) 必要 性 ; 即 已 知 了 =@N 人 ,求证 庆 = 天 (一 1.2,3)。 
为 此 只 需 证 明 得 与 W 的 特征 行列 式 相同 。 证 明 如 下 
det(B I— MD)= detOG M)= detOQG— OQ. N00) 一 det OG—N) 人) 


故 MM 与 N 的 主 不 变量 相等 

(2) 充分 性 : 即 已 如 六 = 疗 (i=1,2,3), 求 让 了 李 与 N 于 交 相 似 。 

因为 用 与 N 为 对 称 二 阶 张 量 ,名 一 下 人 G=1,2:3), 所 以 

(DD A =A = G1.2.3) 

(ii 邮 与 N 的 特征 矢量 er 与 ex (i 二 1,2,3) 者 是 正 交 标准 化 基 , 这 两 组 基 矢 量 的 内 
积 必然 相等 , 即 

人 (一 1 2)3) 
因为 保 内 积 的 变换 必定 是 正 交 变换 ,所 以 必定 存在 一 个 正 交 张 量 0, 使 


人 一 上 全 本 
若 记 N= 2 es , 则 M= Dn, M=Q*N:O 


上 述 定理 必要 性 的 证 明 (1) 也 适用 于 非 对 称 二 阶 张 量 ,但 充分 性 的 证 明 (2) 却 不 通用 
于 非 对 称 二 阶 张 量 。 即 : 若非 对 称 二 阶 张 量 正 交 相似 , 则 它们 的 3 个 主 不 变量 相等 。 但 
是 主 不 变量 相等 的 两 个 非 对 称 二 阶 张 量 ,8 却 不 一 定 是 正 交 相似 的 。 此 时 ,只 有 当 丰 与 
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B 可 以 在 各 自 的 基 g; 与 8g: 中 化 为 同一 种 标准 形 时 ,其 
A=A'gig’, B=B gg B=A, (=i) =) (2. 7. 3) 
及 与 B 才 正 交 相 侯 。 
相似 张 最 的 定义 如 下 ; 设 5S 表 示 从 g; 到 gi 的 线性 变换 张 量 (3 为 正则 的 二 阶 张 量 ， 
但 一 般 不 是 正 交 张 量 ) 


8 一 号， 局 (2.7. 4a) 
则 可 以 证 明 
gr =g "9 (2.7,4b) 
故 起,B 之 间 满 是 
下 一 SA ,SI (2.7.5a) 
4 二 SI， 有 8 (2,7, 5b) 


(2.7, 5) 式 正 是 张 量 妨 与 BB 互 为 相似 张 量 的 定义 ， 
而 对 于 4 与 8 不 能 化 为 同一 种 标准 形 的 情 沉 ,即使 它们 具有 相同 的 不 变量 ,也 非 相 
似 张 量 , 更 非 正 变相 亿 张 量 。 


习 题 

2.1 求证 二 阶 张 量 的 主 不 变量 捕 ， 上 万 ,及 (由 (2 3,5) 式 定义 ) 与 给 大 ,有 天， 丰 ( 由 
(2.3,9) 式 定义 ) 的 关系 式 为 

ff, L3G BY), pi If +3 
以 及 
在 = f= -2 f= ft 

2,2 已 知 : 二 阶 张 量 了 与 了 互 为 转 置 (Ti 一 了 3) 

求证 ; 了 与 $ 具有 相间 的 主 不 变量 ， 

(提示 , 可 先 证 它们 具有 相同 的 短 ) 

2.3 已 知 ; 任意 二 阶 张 量 4,8B, 量 

T=A.B, $A 

求证 : 了 与 8 具有 相同 的 主 不 变量 。 

(提示 : 可 先 证 它们 具有 相同 的 乱 ) 

2.4 求证 ; (17 [Tru vo w+ Trv wt v 了 W] 一 四 [区 ] 

2) [Ta 和 Te 二 [aa Tb Te] 二 IT 上 了 ec] 一 用 [Le b ed 

2.5 已 知 ; 实 对 称 张 最 NN, 其 特征 方程 具有 3 个 不 等 的 实 根 。 

求证 ; N 所 对 应 的 3 个 主轴 方向 @ ,@ ,a 是 唯一 的 且 互 相 正 交 。 
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2.6 已 知 ; N=ee; 二 Deres 一 2 相生 十 外 和 》 一 276163 直 和 在 


1 一 2 一 2 
[Nl=|-2 2 0 
~2 0 0 


求 : (1) 主 分 量 ( 从 大 到 小 排列 )， 
(2) 主 方向 对 应 的 正 交 标准 化 基 ei Bs yes (右手 系 )。 
2.7 已 知 ; N=10ee +4(e eee) ee 2(e eee ) 十 让 全 的 二 南座 ) 一 全 在 


10 4 一 2 
[NJ=| 45 3 
一 2 3 一] 


求 : (1) 主 分 量 ! 从 大 到 小 排列 》 
C2) 主 方向 对 应 的 正 交 标准 化 基 ei ,ez ,ey (右手 系 )。 

2.8 求证 对 于 任意 二 阶 张 量 了 ,有 

A = det( 栓 盖 开 ) 一 det( 认 ;一 了 7”) 
2.9 已 知 : 任意 二 阶 张 量 了 及 其 转 置 张 量 T ,又 

X=T.T, Y=7T.:T 

求证 X ,TY 均 为 对 称 张 量 , 且 

AC) = det(Wi— Wi) = det(M;— YY,) 
(两 张 量 的 主 分 量 相等 ,但 对 应 主 分 量 的 基 矢 量 并 不 相等 ) 
2.10 已 知 , 任意 二 阶 张 量 T, 鱼 意 矢量 w。 
求证 ; T* gu=wu* TT 
2.11 已 知 : 任意 二 阶 张 量 4 ,8。 
求证 (4B)7 一 BT 。47T 
2,12 已 知 ; 了 为 正则 的 二 阶 张 量 ,w 为 一 矢量 ,了 T，a 一 人 
求证 ; u=0 
2.13 已 知 ; 了 为 正则 的 二 阶 张 重 。 
求证 ; 其 递 张 量 T! 的 和 矩阵 等 于 工 的 北仑 阵 。 即 [下 = [ 扑 -: 
2.14 求证 : (TT) 一 (IT 《IT 为 正则 的 二 阶 张 量 ) 
2.15 已 知 ; A4,B 为 正则 的 二 阶 张 量 。 
求证 , (4 8) '=B .A 
2.16 (1) 已 知 ; 了 为 任意 二 阶 张 量 。 
求证 ; T+ 生字 0 和 ，T2>0 
(2) 已 知 : 了 为 正则 的 二 阶 张 量 ， 
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求证 ; 了 . Ti>0,TY ，T>>0 

{提示 : 利用 2.10,2. 11 题 } 

2.17 已 知 ; 正 交 张 量 妈 。 

求证 ; 9" 二 全 亦 为 正 交 张 量 。 

2.18 已 知 ; 对 于 尾音 矢量 ,vw , 均 成 立 (O :Ov ) 一 下 V9 

求证 , 8" = ,Q@ 为 正 交 张 量 。 

2.19 已 知 ; 矢量 wm , 正 交 张 量 人 

求证 : (Qt vw )X (QO w)= (detQ)Q ' (v Xw) 

2.20 已 知 ; 矢量 ww,w ,正则 的 二 阶 张 量 耳 ， 

求证 ，(B wv}X (Be w= (detBI CB I) + (vo Xw) 

2.21 求证 2.9 题 与 2. 16 是 中 X= 了 ,7T' 与 Y~=T" TT 之 间 二 为 正 交 相 似 张 量 。 
即 , 存 在 正 交 瑟 量 0, 使 =0+:Y:，Q" 

2.22 已 知 : D 为 二 阶 对 称 张 量 N 的 偏 斜 分 量 ， 


求证 : 所 =0， B=) 


1 N22 
= — 了 AAA + ) 


凡 = 一 二 | CN 一 NON 一 NE 十 


(一 NT6CN NT 十 No 十 NM NT )} 
2, 23 求证 , 偏 料 张 量 DD 与 它 对 应 的 对 称 二 阶 张 量 N 具有 相同 的 主 方向 ,其 主 分 量 
满足 


D, -= Ni 一 3 (i = 1,2,3) 
2.24 已 知 ; 二 阶 张 量 


了 一 一 ze 4 So Bz + v3eel — Bz€ + 383 2 


求 : (1) 进行 加 法 分 解 。 
《2) 进行 乘法 分 解 。 
2. 25 对 于 以 下 三 种 应 力 状 态 的 应 力 张 其 6, 将 其 分 解 为 球形 张 量 与 偏 斜 张 量 $5。 求 
; 扩 与 开 ; 以 及 偏锋 张 量 $S 的 w 角 。 
{1) 单 向 拉 伟 ,aa 一 加 人 0 二 0 一 01 
(2) 单 向 压 稍 ; 二 = 二 0 ,而 二 一 而 之 0; 
(3) 纯 前 切 ， 1 二 tr>0,0: 二 0,0; 二 一 rT。 


张 量 分 析 ( 第 2 版) 


2.26 已 知 ; 任意 二 阶 张 量 了 ,其 正 交 相似 张 景 为 了 ,了 = 全。T， 7,Q 为 一 正 交 张 
量 。 车 了 的 特征 值 为 4 ,特征 矢量 为 a; 了 的 特征 值 为 1, 特征 矢量 为 &。 

求证 ; 2 一 i, a 二 0a 

2,27 已 知 ; 对 称 二 阶 张 量 MM 与 N 之 间 满 足 : M =N， 

求证 ; 好 与 N 民有 相同 的 主 方 向 。 

2.28 已 知 : 4 为 二 阶 张 量 ,他 为 任意 正 交 张 是, 对 于 一 切 妃 , 均 有 @ 4 人 一 4 

求证 ; 4 为 球形 张 量 ， 

2,29 将 任 一 二 阶 张 量 的 3 个 主 失 中 ,由 ,由 ( 见 (2.3.8a,bic) 式 ) 表 示 为 N,N;， 
Ni va( 风 2.61.3 节 ) 的 函数 。 


第 3 章 ” 张 量 函数 及 其 导数 


.在 自然 界 中 ,名 种 物理 状态 常常 用 一 系列 物理 量 来 描述 ,而 其 中 不 少 物理 重 又 是 张 
量 。 如 温度 ,密度 ,压力 .能量 等 是 标量 ;位 移 ,速度 , 力 .力矩 ,热流 密度 、 电 矩 以 及 下 一 章 
将 要 曾 述 的 温度 梯度 .压力 梯度 等 是 矢量 应力、 应变、 位 移 樟 度 、 变 形 梯度 .惯性 矩 应变 
率 等 是 二 阶 张 量 ; 等 等 描述 某 种 物理 状态 的 各 张 量 相互 之 间 常 常 是 互相 关联 的 。 例 如 ， 
根据 虎 克 定律 ,在 受 力 的 线 弹 性 材料 中 应 力 与 应 变 成 比例 ,它们 之 间 的 关系 是 材料 本 身 的 
客观 力学 性 质 ; 又 如 ,描述 图 体 受热 状态 的 全 里 叶 热 传导 定律 指出 :固体 材料 中 的 热流 密 
度 与 温度 梯度 成 正比 ,它们 之 间 的 关系 取决 于 固体 的 导热 性 质 。 但 是 , 除 标量 外 ,这 些 物 
理 量 都 是 一 些 可 以 随 举 标 转换 而 改变 的 数 的 集合 。 这 里 提出 了 两 个 问题 :(1) 如 何 表达 这 
些 物 理 量 之 间 的 相互 关系 ,才能 正确 表示 客观 的 物理 规律 ;2) 用 什么 方法 来 定量 地 表达 
一 个 物理 量 随 另 一 个 (或 一 些 ) 物 理 量变 化 的 “变化 率 ”” 这 就 涉及 到 张 量 函 数 导数 的 概 
念 。 本 章 将 阅 述 这 两 个 问题 ， 

还 应 说 明 的 是 ,本 章 仅 限于 讨论 不 同 张 是 之 间 的 函数 关系 ,不 涉及 各 个 张 量 随 空 间 点 
位 (坐标 ) 的 变化 。 当 需要 讨论 张 量 的 分 量 时 ,也 完全 不 涉及 在 同一 个 坐标 系 中 基 矢量 随 
空间 点 位 的 变化 。 | 


3.1 张 量 函 数 ,各 向 同性 张 量 函 数 的 定义 和 例 


3.1.1 什么 是 张 量 函 数 


在 代数 学 中 , 秆 阵 可 以 作为 菜 些 函 数 的 元 例如 ” 阶 方 阵 的 上 次 宕 即 该 矩阵 自 匀 
一 1 次 , 它 仍 是 一 个 阶 方 阵 ， 
[TY = (TI 


[如 = [TT 
个 下 


构 作 矩阵 [Tj 的 次 多 项 式 , 它 仍 是 一 个 n 阶 方 阵 , 记 作 [H], 定 义 矩 阵 [ 晶 ] 是 伟 阵 [本 的 
闷 数 
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[LH] = F(T) = ofl)+talT] ta[lT] + a[lT] (3. 1, 18) 
上 式 实际 土 反映 了 和 握 阵 { 再 ] 与 惩 阵 [ 妇 的 各 元 素 之 间 有 函数 关系 ， 


Hi 一 od +aT te TTi+ “十 ct Ty eT (3.1.1b} 

在 2.5.3 节 中 我 们 已 经 定义 过 二 阶 张 量 的 种 ， 当 拓也 可 以 类 位 地 定义 阶 张 量 妃 是 以 二 
生生 

= 大 入 一 6G 十 CT 十 了 十 必 十 ci 《3. 1. 1e) 


二分 区 也 是 G 工 代 直 ， 
上 面 所 列举 的 函数 形式 是 多 项 式 。 一 般 说 来 ,车 一 个 张 量 瓦 (标量 .矢量 . 张 量 ) 依 蕊 
于 7 个 张 量 Ti ,Ti ,…,T,( 矢 量 , 张 量 ) 而 恋 化 , 凤 当 荆 ,T;,…, 卫 纵 定时 , 囊 可 以 对 应 地 确 
定 (或 者 说 ,在 任 一 坐标 系 中 ,下 的 每 个 分 量 都 是 Ti ,了 ，… 开 的 一 切 分 量 的 水 数 ), 则 称 
吾 是 张 量 了 ,T,,…,T 的 张 量 函 数 ， 记 作 
H= F(T ,TT,) C3, 1, 2) 


3.1.2 张 量 耿 数 举例 


本 小 节 举 出 一 些 张 盘 函数 的 例子 以 帮助 读者 理解 。 
例 3.1 矢量 & 的 标量 函数 9: 标 基 9 是 矢量 4 在 茶 一 特定 坐标 系 中 的 分 量 z 


之 和 ; 
= fl) = t+ (3, 1, 3) 
例 3,2 矢量 vw 的 标量 函数 pg: 质点 的 质量 为 p, 速 度 为 0 ,其 动能 
p=/f(0) = 了 po (3. 1. 4) 


例 3.3 失 量 Ff,u 的 标量 函数 p ;F 为 作用 于 质点 的 力 ,z 为 质点 的 位 移 , 力 所 敌 
的 功 


p= 天 下 二 下 {3.1.5) 
例 3.4 矢量 w 的 矢量 函数 于: 设 大 为 给 定常 数 
u= Fv) om —ky (3, 1.6) 
例 3.5 矢量 m 的 矢量 函数 &: 设 天 为 给 定 对 称 二 阶 常 张 量 
HU=F(Y) =—K*v (3.1,.7) 
例 3.6 二 阶 张 量 了 的 标量 函数 p 等 于 了 在 基 一 特定 坐标 系 中 的 第 一 个 分 量 : 
p= f(D = TT (3.1.8) 


例 3.7 对 称 二 阶 张 量 # 的 标量 涵 数 9 体积 变形 8 等 于 在 其 一 坐标 系 中 的 三 个 正 


b= fle) = 一目 十 8 十 辣 ， (3.1,9) 
例 3.8 二 阶 张 重工 的 标量 函数 gq:q 为 了 的 短 
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pg= f(D=TeT= TT = £7 (3.1, 10) 
例 3,9 对 称 二 阶 张 量 8 的 对 称 二 阶 张 量 函数 w :e ,a 分 别 为 应 变 张 量 与 应 力 张 量 ， 
设 习 为 给 定 四 阶 常 张 量 , 称 为 弹性 张 量 。 应 力 与 应 变 的 关系 为 


s=F(é) =C!e (3.1.11a) 
上 式 的 分 量 形式 为 
CC (3. 1, 11b) 
基于 Cw 可见 例 1,7 所 给 ,弹性 张 量 满足 Voigt 对 称 性 ， 
Can = Ciw = Cyw = Cus 《3. 1. 11c) 


例 3.10 对 称 二 阶 张 量 引 的 对 称 二 阶 张 量 函 数 g :ez 分别 为 应 变 张 量 与 应 力 张 
量 , 设 4 与 为 材料 的 弹性 常数 (1 为 Lame 参数 ,w 为 竟 切 模 量 ) ,各 向 同性 材料 的 广义 虎 
克 定 律 为 


=Fe) = AFG+2E (3, 1. 12) 
例 3,11 二 阶 张 量 下 的 二 阶 张 量 函 数 晴 ; 
H=F(TD=T: (3. 1,13) 


例 3.12 二 阶 张 量 了 的 二 阶 张 重 函 数 百 ,下 式 中 ao ,Ql ,… sas 为 标量 函 散 ; 
H=F(OD)=a i BE FI GF a FT FI FD)TH ta (GT A FDT® (3.1.14) 
例 3.13 名 种 自 变 量 的 二 阶 张 基 函数 9 ;对 于 压 电 材 料 ,函数 4 为 应 力 张 量 ! 自 变量 
为 ,EE, 了 ;其 中 ,应 变 张 量 为 二 阶 张 量 ,电场 强度 玉 为 矢量 ,温度 为 标量 , 设 C 为 给 
定 品 阶 常 张 量 , 称 为 弹性 张 量 , 吕 为 给 定 三 阶 常 张 量 , 称 为 压 电 张 量 ,4 为 给 定 二 阶 常 张 
量 , 称 为 热 张 量 。 压 电 材 料 的 本 构 关 系 为 
o=F(e ,下 ,了 ) =C:e+B: E+AT (3. 1. 15a) 


上 式 的 分 量 形式 为 
0 一 CiuE + BaE’ + A;T 《3. 1, 15b) 


3.1.3 ”各 向 同性 张 量 沙 数 


由 于 张 苘 的 分 量 一 般 是 因 举 标 转 换 而 变化 的 0, 因 此 在 措 述 张 量 与 张 量 之 间 的 函数 
关系 时 ,同一 个 鲨 数 在 不 同 坐 标 系 中 将 其 有 不 河 的 形式 。 如 在 例 3. 1 中 标量 ?是 矢量 z 
在 某 一 特定 坐标 系 纺 例 如 ,图 3,1 示 zz ,x 稍 卡 儿 誉 标 系 ) 中 的 分 量 由 , 沁 之 和 ; 

p= fv) = festu yu =u (3, 1,3) 
当 坐 标 系 由 z+ ,zt 顺 时 针 旋 转 8 角 转换 为 男 一 入 卡 儿 华 标 系 z! ，zx?* 以 后 ,由 于 矢量 分 量 
满足 坐标 转换 关系 


a! = ul cosd we sing 


DD 标量 不 随 坐 标 转 换 而 变化 。 对 于 二 阶 张 量 而 言 ,只 有 球形 张 量 的 分 量 不 随 坐 标 转换 而 变化 。 
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u? =— tw sing + wu cosd 

例 3.1 的 函数 在 笛 卡 儿 坐 标 系 倪 (x1 ，x* ) 中 应 采取 的 形式 为 

p= fer) = fon tu sa ) = 0 (eosb— sing) + a (sing + cosd) (3. 1. 3a) 
(3,1. 3) 式 与 (3. 1. 3a) 式 表示 同一 个 标量 汕 数 在 不 同 坐 标 系 中 的 表示 形式 ;其 左 端 是 同一 
个 不 因 坐 宗 转换 而 变化 的 标量 值 ,而 其 右 端 , 一般 说 来 ,同一 个 函数 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 
Fa 与 六 oa se) 的 形式 是 不 相同 的 。 

划一 finlw ii, ) 一 fi ya ye ) 

这 里 用 函数 符号 了 的 下 标 ( 弛 与 ( 贫 ) 来 区 别 不 同 坐 标 系 中 不 同 的 函数 形式 。 我 们 有 时 特 
别 感 兴趣 的 是 这 样 一 类 标量 函数 ,它们 的 表示 形式 不 因 举 标 系 (因而 基 矢 量 ) 前 刚性 旋转 
而 改变 ,这样 的 标量 函数 称 为 各 向 同性 标量 函数 。 即 定义 满 下 下 式 ; | 


fou mw) = fu sw se ) (3.1. 16a) 
或 者 ,对 于 自 变量 为 二 阶 张 量 的 情况 ,满足 
FT) = f(T) {3.1, 16b) 


的 标量 函数 为 各 向 同性 标量 函数 。 这 里 去 掉 了 用 以 区 别 坐 标 系 的 下 标 , 例 如 (名 或 ( 完 )， 
因为 函数 形式 不 依赖 于 坐标 系 的 转换 ;换言之 , few 与 fz, 是 同一 个 函数 , 记 作 f 名。 

如 例 3.2, 例 3.3 所 表示 的 是 矢量 的 各 向 同性 标量 函数 , 例 3,7, 例 3.8 是 二 阶 张 重 的 各 
向 同性 标量 汕 数 。 读 者 可 以 令 坐 标 旋转 ,矢量 分 量变 化 ,而 检查 等 式 右 端 项 画 数 形式 不 变 ， 

为 了 便于 在 数学 上 表达 ,往往 想象 坐标 系 ( 因 而 基 矢 量 ? 不 变 , 而 作为 自 变量 的 矢量 做 
反 向 的 刚性 旋转 变 为 上 ,如 图 3. 1(b) 示 。 比 较 图 3. 1(a) .中 矢量 二 在 顺 时 针 旋转 后 的 从 
标 系 z: ，z: 中 的 分 量 ea ,zw 与 图 3. 1(b) 中 北 时 针 旋转 后 的 矢量 # 在 原 坐 标 系 z， 空 中 
的 分 量 志 ,wr ;可知 


(0) | (b) 
{3) 例 3 1 的 管 卡 儿 坐标 系 及 其 顺 时 针 旋 转 F {b) 例 3,1 中 医 量 逆 时 导 通 转 


图 3.1 


他” 当 采 用 曲线 坐标 时 ,在 函数 了 中 可 能 出 现 度量 张 量 。 何 如 了 = 1 一 到 =aai4 雪 只 用 着 恋 分 量 表示 时 ,= 
ae1 :后 一 甫 达 式 中 出 现 jr; 。 
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一 ， 人 a 
ul 一下， i 二 


因而 ,不 管 此 函数 是 否 各 向 同性 ,就 函数 的 表达 形式 而 言 ,将 作为 自 变量 的 矢量 旋转 与 将 
坐标 系 向 反方 向 旋转 而 天 量 不 变 是 等 价 的 ， 


fn Wa) = fn ) 《3.1. 17) 
而 对 于 矢量 的 各 向 同性 标量 函数 , 当 作 为 自 变量 的 矢量 旋转 后 , 苯 数 的 形式 不 变 , 即 
p= fin(ul nt) = fom Cu a) (3.1.18) 


定义 ”矢量 的 标量 负数 p= f(w) ,如 将 自 变量 &# 改 为 4 二 8， ut 为 任意 正 交 张 量 )， 
画 数值 保持 不 变 , 则 称 此 标量 少数 为 各 向 同性 标量 函数 。 

将 此 定义 方法 推广 至 各 种 张 量 函 数 , 定 义 张 量 X 的 旋转 量 广 ， 

(1) 荐 疼 二 多 为 标量 , 则 


R=p=9 (3, 1. 19) 
(2) 车 六 = 二 a 为 矢量 , 则 1 
=u=0Q00u=u:0 (3. 1, 20) 
(3) 苦头 = 了 为 二 阶 张 量 , 则 = 为 工 的 正 交 相似 张 量 
= 人 =0:T.0 (3., 1. 21) 
上 面 各 式 中 必 为 任 一 正 父 张 量 (可 表示 旋转 与 反射 }。 各 向 同性 张 量 函 数 可 定义 如 下 。 


定义 “一 散 数 Y= /CX ，…,X,) , 当 将 自 变 量 和 …XX, 改 为 其 旋转 量 充 ，， 充 , 时 ， 

是 数值 x 必 相应 地 变 为 其 旋转 量 X , 即 
= 对 于 任意 的 人。 (3.1.22) 

则 称 此 函数 为 各 向 同性 函数 。 其 中 ,旋转 量 的 定义 见 (3.1 19) 一 (3, 1,21) 式 。 完 全 不 需 
涉及 坐标 系 是 此 种 定义 方法 ((3,. 1, 22) 式 ) 的 优点 。 

按照 以 上 的 定义 ,读者 可 以 判断 ,3. 1.2 节 中 除 例 3. 1、 例 3.5. 例 3.6,. 例 3.9 和 例 
3. 13 外 ,其 余 各 例 都 是 各 向 同性 张 量 函 数 。 其 中 ,如 果 % 表示 温度 梯度 ,ua 表示 热流 密度 ， 
例 3.4 是 各 向 同性 材料 的 储 里 叶 热 传导 定律 ,而 例 3 5 是 各 向 异性 材料 的 傅 里 叶 热 传导 
定律 VY。 例 3.9 是 一 般 线 弹 性 材料 的 应 力 应 变 关 系 呈 ,而 例 3. 10 是 各 向 同性 线 弹 性 材料 
的 应 力 应 变 关系 。 


3.2 矢量 的 标量 函数 


Chauchy 基本 表示 定理 矢量 v 1,v:,，"… ,vv 的 标量 函数 Fw ， ,9 为 各 向 同 
性 的 必要 且 充 分 条 件 为 了 可 表示 为 内 积 吕 wy 7 一 1,2，20) 的 函数 。， 


了 由 ”要求 热传导 张 量 乓 是 对 称 二 阶 张 量 ， 
世 ”要求 弹性 张 量 忆 是 油 足 Voigt 对 称 性 的 西 阶 张 辣 。 


一 张 量 分 析 ( 第 2 版 ) ，，，， 


证 明 方法 如 证 ;首先 证 明 充分 性 。 若 /可 表示 为 内 积 名 ; " vw; 的 函数 , 则 因 
5 (Q0) =v QQ 
= G0 Vity; (3.2,1) 
所 以 转动 后 0;*， ;保持 涉 变 ,从 击 孙 数 的 值 也 保持 不 变 , 故 定理 的 充分 性 得 证 。 
关于 定理 的 必要 性 ,只 需 证 明 以 下 命题 :车 f(v 1,V;，*…,V 。) 为 各 向 同性 函数 , 设 有 
两 组 自 变量 v imp 用 浦 足 
Di j= 12 (3. 2. 2a) 
flo Dv) = fs bs Hn) (3.2.2b) 
以 下 证 明 需 用 到 代数 学 中 有 关 矢 量 空 间 的 一 些 知识 。 对 于 仅 着 重 于 应 用 张 量 知 识 且 
对 有 关 民 数 知识 不 熟悉 的 读者 可 以 略 去 这 一 证 明 , 而 仅 承 认 上 述 结论 。 
设 在 ” 推 空间 中 由 自 变量 wj ,po:，…zw 生 成 的 子 空间 为 如 它 也 可 由 W152 9 
中 的 p 个 线性 无 关 的 矢量 (不 妨 设 为 01 ,v1,… ,来 生成 ,显然 pssorypssm。 因为 
detL i vy]ij1.s FAO 
是 01,04,…,0 ,线性 无 关 的 必 朗 且 充分 条 件 ,而 由 (3.2.28) 式 可 知 w, 坟 ，…,is 具有 与 
vigi， ,9s 同样 的 线性 无 关 性 质 , 放 tw ,ws，… ,ts 生成 的 子 空间 也 可 由 个 线性 无 关 
的 本 tp 来 生成 。 假 设 和 ,二 ,到 生成 的 子 室 间 为 下 ,显然 可 以 有 锚 一 了 和 3 
两 种 情况 ,下面 将 证 明 对 这 两 种 情况 只 融 满 足 (3. 2. 2a) 式 ,总 可 以 找到 正 交 张 量 避 ,使 
后 一 上 人， 2) (3,2.3) 
分 两 种 情况 讨论 ， 
1. 如 果 Y= 如 可 以 设 一 线性 变换 旬 , 使 
Qrvi=u (i=1,2,.,p) | 


Q'v=v EY 
式 中 汉 为 n 维 空间 中 p 维 子 空间 + 的 直 交 补 ,YY 十 + 二 nn 维 空间 , 且 加 中 的 任意 失 量 均 
与 4 中 的 任意 矢量 正 交 。 不 难 证 明 (3, 2, 4) 式 所 示 线 性 变换 是 存在 且 唯 一 的 ,也 就 是 说 这 
样 的 张 晤 OQ 是 存在 且 唯 一 的 还 可 证 明 这 个 口 是 正 交 张 量 。 
n 维 空间 中 的 任 一 矢量 x , 必 可 分 解 为 属于 了 及 福 的 两 部 分 分 量 之 和 , 即 
一 yz 下; 十 着 《3. 2. 98) 
i=1 

该 矢量 用 张 量 8 作 线 性 变换 得 到 矢量 y ,根据 (3. 2. 4) 式 可 以 写 出 


p 
y= x= 7 zr) vtOr = 9 rt (3, 2, 5b) 
i=] 1 


且 (3, 2, 4) 


对 于 维 空间 中 任意 两 个 矢量 ,, 线 性 变换 后 将 变 为 》,》, 其 内 积 为 
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» 
= FDL ) 
fy 


VHD 9)) 十 + 
其 中 利用 了 (3. 2. 2a) 式 的 条 件 。 上 式 说 明 如 的 线性 变换 对 于 任意 的 矢量 ,二 是 操持 内 
积 不 变 的 , 帮 马 必 为 正 交 张 量 ， 而 下 就 是 pr ii 一 1,2,…,7) 在 空间 人 相同 旋转 (或 加 反 
射 ) 所 得 y;,。 于 是 根据 各 向 同性 函数 的 定义 即 可 导出 C3, 2. 2b) 式 ,定理 的 必要 性 得 证 。 
2， 如 果 4 录 这 时 显然 之 4, 氏 与 少 的 重 直 补 人 ,如 是 wn 一 维 的 子 空间 。 和 车 在 
A 内 取 任 一 组 正 交 标 准 化 基 上 ir ，9 这 时 总 可 以 定 义 一 个 线性 变换 ,使 
O12 


= (3. 2. 5c) 


Qi i ptlsn (3.2.6) 
对 于 = 维 空间 中 任 一 矢量 * 均 可 表示 为 
£ = Da vt Dz Do (3. 2. 7a) 
既 线 性 变换 后 变 为 》 
了 =x= > (本 十 y， tL (Dn, (3. 2. 7b) 


jim ptl 


与 (3.2. 5c) 式 类 似 ， 任意 两 矢量 变换 后 的 内 入 
yy = Dw 十 py ru :| 。 (Di tT (w+ Di 0%) 


r= t= pt+l i1=1 :=P+l 


DEO: "i) 十 y TLDL) (Pi 


-2 
m= 了 二 
-> 


(DX, + 是 门 十 2 ER vi = (3. 2. 7¢) 


=p+! 


由 此 ,同样 可 证 明 是 正 交 张 量 。 故 对 于 此 种 情况 ， (3. 2. 2b) 式 ， 即 定理 的 必要 性 同样 
得 证 ， 

由 Cauchy 基本 表示 定理 可 证 前 述 例 3. 3 是 各 向 同性 张 基 函 数 。 

如 果 矢 量 的 标量 函数 2 仅仅 是 一 个 自 变量 w 的 函数 , 则 在 Cauchy 基本 表示 定理 的 基 
础 上 可 进一步 给 出 ?= f(w ) 为 各 向 同性 函数 的 条 件 。 

定理 1 矢量 wv 的 标量 函数 pg 二 flw ) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 

p= flv|} (3. 2.8) 
只 要 令 Cauchy 基本 表示 定理 中 m 二 1, 则 定理 1 便 可 得 到 证 明 。 由 定理 1 可知 前 述 


入 
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例 3. 2 是 各 向 同性 函数 。 

加 _ 
3.3 二 阶 张 量 的 标量 水 数 


定理 2 二 阶 张 量 工 的 标量 函数 8 二 了 (T) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 8 是 仅 
由 了 与 度量 张 量 G 的 分 量 所 决定 的 标量 不 变量 ， 
p= (Ti ga) = fT ,gr) (3.3,1) 
按照 定义 , 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 应 是 当 张 量 了 旋转 为 了 时 其 数值 p 不 变 的 函 
数 ;保持 坐标 系 不 变 , 了 旋转 为 了 与 保持 张 量 不 转 、 反 向 转动 坐标 系 ( 或 基 矢 量 ) 是 相等 价 
的 ,因此 ,2.3 节 所 舰 述 的 以 张 量 了 的 分 量 表示 的 标量 不 变量 就 是 了 工 的 各 向 同性 函数 ， 
推论 二 阶 张 量 了 的 标量 函数 8 二 了 CT) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 在 正 交 标 
准 化 基 中 ,9 是 仅 由 了 的 分 量 了 "所 决定 的 标量 不 变量 ,与 直角 坐标 选择 的 方向 无 基 。 


?二 TI) = AT ) 在 正 交 标准 化 基 中 (3. 3, 2) 
由 定理 2 可知, 前述 例 3.7, 例 3.8 是 各 疝 同性 标量 函数 ,而 鲍 3. 6 不 是 标量 不 变量 ， 
所 以 不 是 各 向 同性 标量 函数 ， 


定理 3 对 称 二 和 阶 张 量 N 的 标量 函数 p= 了 (CN) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 9 是 
仅 由 不 的 主 不 变量 ?YY 所 决定 的 标量 丽 数 。 
p= AN) = fFY ,gt AY) (3. 3. 3) 
该 定理 的 证 明 需 利用 2,7 节 中 的 定理 。 
1. 充分 性 :假定 (3. 3. 3) 式 成 立 , 几 2.7 节 定 理 ,两 个 正 从 相似 张 量 NN 与 N=Q*NN。 
Q1 具有 相同 的 主 不 变量 ， 
= (=1,2,%) 
故 由 (3. 3. 3) 式 
p= FN) = 8 六 和) = FO ,fF3) = f(N) 
因此 ;= 了 ACN) 为 各 向 同性 函数 ， 
2, 必要 性 ;假定 p= ACN) 为 各 向 同性 函数 , 即 FN) = 了 CN) ,要 求证 明 函 数 FCN) 与 
NN 的 关系 只 能 通过 的 不 变量 来 表示 。 换 言 之 ,要 求证 明 : 设 有 另 一 对 称 二 阶 张 量 MM， 
满足 . 
LH (= 1,2,3) | (3, 3. 4a) 
则 必 有 
FAM = FON) {3, 3, 4b) 
根据 2.7 节 中 的 定理 ,满足 (3, 3.4a) 式 的 对 称 张 量 放 与 N 必定 是 正 交 相似 张 量 
M=O'N:O =N 
而 已 假定 A(N) 是 各 向 同性 函数 ,显然 
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FOM) = FON) = f(N) 
故 (3, 3. 4b) 式 得 证 。 于 是 定理 的 必要 性 ,充分 性 均 得 证 ， 
2.7 季 中 还 指出 ,如 非 克 称 二 阶 张 量 与 了 互 为 正 交 相似 张 量 , 妈 了 = ， 下 ， 7, 则 
它们 的 主 不 变量 相等 , 即 


有 = 和 (= 1,2.3) (3. 3.5) 
但 其 送 命 题 不 一 定 成 立 。 故 若非 对 称 二 阶 张 量 的 标量 郴 数 可 表达 为 其 三 个 主 不 变 蔓 的 
函数 
p= 太太 = fT LD) = fi ,fF) (3. 3. 6) 
则 此 函数 也 一 定 是 了 的 各 向 同性 标量 函数 。 反 之 ,T 的 各 向 同性 标量 跨 数 不 一 定 都 能 表 
达 为 工 的 三 个 主 不 变量 的 函数 。 或 者 说 (3, 3, 6) 式 是 YV= 了 CT) 为 各 疝 间 性 的 充分 而 非 必 
要 条 件 。 因 此 便 3,.?7 和 例 3.8 是 二 阶 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 。 


3.4 二 阶 张 量 的 二 阶 张 量 函数 


3.4.1 二 阶 张 重 的 解析 函数 


本 小 节 先 给 出 一 类 重要 的 二 阶 张 量 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函数 , 即 解 析 函 数 ， 
在 复 变 函数 中 ,大 们 由 复 变 量 x 的 震级 数 来 定义 解析 消 数 。 例 如 复 变量 z 的 指数 函 
数 定义 为 


3 
e 一 1 二 1 十 到 1 十 革 十 汪 十 和 


在 (5.1. 1e) 式 中 已 经 定义 过 二 - 阶 张 量 的 多 项 式 , 帮 不 准 接 广 到 密级 数 , 从 而 将 复 变 冰 数 中 
定义 解析 月 数 的 方法 准 广 刘 矩 阵 及 张 基 ， 如 定义 二 阶 张 量子 的 指数 阴 数 


“G+ + 天 十 从 十 二 (3.4.1) 
这 个 级 数 对 干 任 何 有 限 的 工 ;; 值 都 是 收 合 的 。 
由 指数 芳 数 的 定义 (3, 4. 1) 式 还 可 以 引出 一 。 车 是 = 二 e , 则 根据 T"* 了 "= 
"T", 有 
Hi=H,H=e .ee=e’ (3, 4. 29) 
但 对 于 任意 两 个 不 等 的 二 阶 张 量 T 关 TT , 则 不 成 立 类 似 的 关系 
el el A 《了 天王 ) 《3. 4, 2b) 
其 原因 在 于 
TT oT 


因此 ,虽然 我 们 按 解 析 瘟 数 来 定义 张 量 函 数 ,但 就 解析 芳 数 的 各 种 关系 趟 而 言 ,并 非 都 可 
以 简单 地 类 比 到 张 量 函 数 。 


100 ， 
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仿照 一 般 的 解析 函数 的 定义 
pz) == 0 十 十 Qe 十 十 Qnz "十 汪 
癌 定义 相应 的 张 量 汕 数 
H= T= taTtaT’ t+ ar + (3. 4, 3) 
上 式 中 my 都 是 常数 。 由 定义 易 证 了 的 宕 函数 都 是 工 的 各 向 同性 张 量 
函数 下 ,所 以 在 其 收 伍 域内 字 , 了 的 解析 冰 数 也 是 了 的 各 向 间 性 张 量 函 雪 。 
(3,4, 3) 式 还 可 以 推广 。 设 aal es ao" 均 为 工 的 主 不 变量 4 ,Fi ,Ai 的 标量 
函数 (从 而 也 是 了 的 各 向 同性 标量 冰 数 ), 即 
H= pf p37 ,£3 ,TD) 
= FT I SIGH a AADT HH a GT A GT + (3.4.4) 
(3.4,4) 式 也 是 人 的 各 向 同性 张 量 峭 数 ， 
二 附 张 量 T 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函数 耳 的 重要 特征 是 函数 下 与 自 变量 了 在 同一 组 
基 氧 量 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 下 面 对 此 进行 论述 。 如果 张 重工 在 某 一 组 基 拓 量 81 ,Be， 
8 中 能 化 为 对 胡 型 标准 形 包 


T=Nhgg Ag + Ag (3. 4.5a) 
[A 0 0 

[T=I0 i 0 (3.4.5b) 
0 0 


则 由 (2, 4, 17a,b,c) 式 
TT? 一 CA) gig + tan) gg 十 (A igs 


T" = (Mh) gg + Ch ) "gag + (A) "gg 


由 (3.4.4) 式 可 知 
于 一 多 7 人 一 DB + 
8 二 (3.4.6a) 
[PC 0 0 
[Hi,] = 0 POET FE fds) 0 (3. 4. 6hb) 
L 9 0 POF iY sds) 


上 式 表明 808T 2 AT GI ,87 和 4) ,9(J1 JI ,J sh) 就 是 瑟 的 特征 值 ,而 且 


DD 见习 题 3.3 

入 ”如 果 了 多 所 有 分 租 卫 ,部 在 对 应 的 解析 函数 的 收 赣 域内 , 则 一 阶 比 量 工 的 解析 函数 出 收 仇 。 

而 ”属于 这 种 情况 的 有 ; 一 切 对 称 二 阶 张 项 , 非 对 称 二 阶 张 重 中 特征 方程 无 重 报 ,或 特征 方 各 昌 有 重 根 但 初等 因 
子 拿 为 简单 的 情况 ， 式 (3.4.5) 与 13.4, 6 可 能 涉及 复数 。 
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HH= pC87 ,Yi ,J 1T) 与 下 在 辣 -~… 组 基 矢 量 8 ,8; ;8; 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 

如 果 作 为 自 变量 的 二 险 张 量 的 定义 域 仅 限于 对 称 二 阶 张 量 从, 则 以 (3. 4.4) 式 定 广 的 
二 阶 张 量 函 数 昌 二 pC ,872 ,8 1N) 与 NN 在 同一 组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 
所 以 ,五 也 是 对 称 二 阶 张 量 且 与 N 的 主轴 重合 。 

由 (3,4.6) 式 可 知 , 若 特征 根 入 ,4 均 在 解析 函数 pkz) 的 收 合 贺 以 内 , 则 旦 的 短 级 
数 (3.4.3) 式 的 9 个 分 量 都 收 伍 (因为 它们 的 对 角 型 标准 形 的 主 分 莉 收 伍 ) 。 


3.4.2 Hamilton -Cayley 等 式 


在 矩阵 理论 中 有 个 Hamilton-Cayley 等 式 ,利用 该 等 式 可 将 矩阵 的 高 次 矫 用 低 次 旱 
来 表示 。 本 节 将 介绍 对 于 二 阶 张 量 的 Hamilton-Cayley 等 式 ,根据 此 等 式 最 终 可 将 汪 量 
活 数 的 蹇 级 数 定义 式 化 为 张 量 的 二 次 多 项 式 ， 

(2. 4. 16) 式 给 出 过 二 阶 张 量 了 的 特征 多 项 式 


A 一 下 一 站 下 十 全 1 一 中 《3.4.77 


当 ^4 取 该 张 量 的 特征 值 h ja ,和 时 A(2) 为 零 。 构 作 了 的 二 阶 张 量 函 数 4CT) , 则 可 证 明 以 
下 张 基 等 式 
A(T} = 了 一 ATTTATT 一 OOG=0 (3, 4, 8) 
此 式 即 二 阶 张 量 的 Hamilton-Cayley 等 式 。 
当 工 的 特征 方程 4A(%) 一 0 无 重 根 时 ,或 特征 方程 昌 有 重 根 但 初等 因子 全 为 简单 的 情 
况 , 总 可 以 在 革 一 组 基 矢 量 中 将 了 化 为 对 第 型 标准 形 。 根 据 {3.4, 8) 式 可 以 在 同一 组 基 
中 将 其 二 阶 张 量 函数 A(T) 化 为 对 角 型 标准 形 : 
ACTD) =ACFT 1 ,fi DD 
一 ACT fF MNgg A fd FE A) BB FAC FE A )g 
而 
AQM) =0 (= 1,2,3) (3. 4.9) 
故 A(T) 的 特征 值 全 为 等 ,A(T) 是 零 二 阶 张 量 ， 
当 了 的 特征 方程 有 重 根 且 初等 因子 非 全 简单 时 ,Hamilton-Cayley 等 式 (3.4. 8) 式 仍 
成 立 。 此 时 ,应 当 注 意 到 了 的 特征 值 1 ,为 不 仅 满 足 (3. 4. 9) 式 ,还 满足 更 低 阶 的 方程 
如 下 ， 


(]) =: f=2 d=) TN = Ch (3, 4, 10a} 
并 有 人 一 1) 以 一 各) 二 宕 一 (十 加 入 十 机 训 二 0 (3. 4. 10b) 
(2) hh = sh 有 = f= = (3, 4. 11a) 
并 有 (A—A)=0 (3. 4,11b) 


利用 (3.4. 10a) 式 可 以 证 明 , 当 了 的 特征 方程 有 二 重 根 且 初等 因子 非 全 简单 时 ,Hamilton- 
Cayley 等 式 (3.4.8) 式 仍 成 立 。 证 明 如 下 :此 时 了 可 以 在 某 一 组 基 和 天 量 g1 ,8g ,gi 中 北 为 


-01 


A02 . 
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约 当 型 标准 形 , 即 
T=Ag8 | AB + hg 
A 1.0 
[T=[Tj=|0 4 0 
0 0 汶 
在 该 组 基 矢 量 中 , 张 量 函 数 ACT 的 矩阵 化 为 
(同人) 0 
[A(D] = 0 ( 明 一 中 姑 十 品 N 一 下 ) 0 
0 0 ( 姑 一 员 蚌 十 吕 必 一 所) 


将 (3.4.9),(3,4. 106) 式 代 人 上 式 , 可 以 发 现 矩阵 的 每 一 个 元 束 都 为 只, 因此 4 太一 0。 
用 同样 的 方法 还 可 以 利用 (3.4. 11a) 式 证 明 当 了 的 特征 方程 有 三 重 根 且 初 等 因子 非 全 简 
单 时 ,Hamilton-Cayley 等 式 (3,4,8) 式 也 成 立 。 
当 了 的 特征 方 各 有 二 重 根 有 让 初 等 因子 全 简单 时 ,了 可 以 化 为 对 角 型 标准 形 , 此 时 , 除 
(3.2,8) 式 仍 成 立 外 ,由 (3.4.10b) 式 还 可 证 明 
T: 一 (二 TuCG=0O {3,4. 12) 
当 工 的 特征 方程 有 三 重 根 且 初 等 因子 全 简单 时 ,T 必定 是 球形 张 量 ,可 以 在 空间 任 一 
组 正 交 标准 化 苛 中 化 为 对 前 型 标准 形 , 显 然 还 应 满足 
T—AG=0 《3.4. 13) 
综 上 所 述 ,HamiltonrCayley 等 式 (3, 4 8 对 于 仔 …- 二 阶 张 量 了 都 成 立 。 对 于 工 的 特 
征 方程 有 二 重 根 出 初等 因子 全 简单 时 ,还 有 (3, 4. 12) 式 成 立 。 对 于 球形 张 量 ,还 有 
(3.4, 13) 式 成 立 ， 
Hamilton-Cayley 等 式 的 推论 ”二 阶 张 量 了 的 任何 n( 实 3) 次 多 项 式 均 可 表示 成 了 的 
二 次 多 项 式 ,其 系数 可 以 是 湾 张 量 的 主 不 变量 的 函数 ， 如果 了 的 特征 方程 有 二 重 根 且 者 
等 因子 全 简单 ,还 可 以 表示 成 了 的 一 次 式 。 而 球形 张 量 的 任何 次 多 项 式 ,甚至 按 (3. 4. 4) 
式 定义 的 张 量 函数 也 都 可 以 表示 成 度量 张 晤 G 与 标量 或 标量 函数 之 积 。 
因此 ,任意 二 阶 张 量 工 的 解析 函数 ,任意 按 (3, 4,4) 式 定义 的 张 量 隐 数 都 可 以 表示 成 
二 阶 张 量 了 工 的 二 次 式 。 


3.4.3 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 函数 


在 本 小 节 中 ,我 们 将 所 研究 二 阶 张 量 的 二 阶 张 量 函数 范围 扩大 至 一 类 同时 化 为 对 角 
型 标准 形 的 函数 如 = ACT) ,此 类 函数 当 自 变量 了 在 某 “组 基 矢 量 中 化 为 对 角 型 标准 形 
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时 , 张 量 函 数 五 在 间 一 组 基 欠 量 中 也 化 为 对 角 型 标准 形 上 *， 前 一 小 节 所 定义 的 解析 函数 
是 这 类 函数 中 的 特例 。 应 说 明 的 是 ,这 类 函数 并 非 全 是 .只 在 一 定 条 件 下 是 各 向 同性 二 阶 
张 量 消 数 。 

设 函 数 雪 = /(T) 为 与 自 变量 T 同 时 化 为 对 第 型 标准 形 的 二 阶 张 量 虹 数 , 且 有 如 的 特 
征 根 刘 =1,2,3) 为 了 的 特征 根 2,0(i 二 1,2,3) 的 逊 数 ,而 与 了 的 其 他 性 质 无 关 ( 例 如 ,与 
的 除 三 个 主 不 变量 以 外 的 另 三 个 不 变量 无 关 ) , 即 

Ha) = Adds) (i = 1,2,3) (3.4. 14) 
则 互 可 化 为 一 次 多项式 


H= AT) = G+hTLhT: (3.4. 15》 
式 中 心 必 起 为 荆 的 特征 根 履 杂 =1,2,3) 或 主 不 变量 六 ,开拓 的 瑞 数 。 
应 当 指 出 ,了 可 化 为 对 角 型 标准 形 包 括 了 的 特征 方程 无 重 根 ,以 及 特征 方程 有 重 根 
(二 重 根 或 三 重 根 ) 而 初等 因子 全 简单 两 种 情况 ;对 于 后 者 ,和 欲 使 (3. 4 15) 式 成 立 除 应 满足 
上 述 条 件 外 ,还 应 满足 一 些 附 吉 的 条 件 。 现 分 别 予 以 证 明 。 
1. 了 的 特征 方程 无 重 根 人 天心 知 
设 张 量 育 数 昌 二 及 TT 可 化 为 的 二 次 多 项 式 (3,4,15), 则 问题 归结 为 能 否 找 到 满足 
《3.4 14) 式 的 吉大 。 因 已 知 了 与 吾 可 同时 化 为 对 角 型 标准 形 , 即 
T=Ahpgg ThBB agg 
H= [ks kA 二 RA) gg 十 [十 Ay 二 Ch JB 十 
[ho + As kaha)’: Jgsg’ 
Bg 十 Hgg + gg 
换言之 ,bo ,k ,ks 的 选择 应 满足 
ky Fh RA = po Ch Ao yA) 
ko + kAs | RoCA)’ = ph CA sda shy) 
Bo — ks + ka As)’ = ph ds ss) 
上 述 方 程 有 解 的 条 件 是 其 特征 行列 式 ( 范 德 莹 多项式 ) 不 为 零 , 即 
1 
1 A Cb) = OA) AA) OO) 0 (3. 4, 15a) 
1 A (| 
当 态 天 4 关 h 时 ,上 式 恒 满足 , 故 一 定 可 以 找到 站 ,各 下, 使 类 是 函数 互 = 了 f(T} 化 为 的 
二 次 多 项 式 。 


名 由 于 张 量 工 非 对 称 , 所 以 其 特 钼 根 和 特征 朱 最 均 可 能 让 及 复数 ,即使 不 涉及 复数 ,特征 矢量 也 未 必 正 变 。 
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只 


各 


将 上 式 代 人 (3.4.15) 式 ,可 得 到 
H=f(T) 

A (CAs): 

A C3)? 

1 OA): 

1 Gy? 


A {a1)? 
A CA 
1 AY 
1 G2) 


人 G9? | 


A (| 


1 2 


-2 (7 本 
= a 0) CT 一 4C)- 


kK ， 
| * (TT 一 A 
元 CA 3G)* (TT 一 可 ) 十 


OI TH6)  (T— 0) (3.4.17) 
上 式 即 系数 为 为 ,as 的 函数 形式 的 定 的 二 次 多 项 式 , 称 为 Lagrange-Sylvester 公式 

设 (3.4.16) 式 中 局 CA A ha) yp (A AA) vp (A sds hy) 关于 指标 1,2,3 具有 对 称 
性 0, 则 二 次 多 项 式 (3, 4, 15) 中 的 系数 色 : 刀 ,ko 的 表达 式 (3.4, 16) 为 特征 根 4 hs ys 的 
对 称 函 数 , 即 各 ,后 ,&; 的 值 只 取决 于 三 个 特征 值 的 集合 ,与 特征 值 的 排序 无 关 。 特 征 值 
的 集合 取决 于 特征 方程 (2. 4. 16) 的 系数 J 了 ,47 ,87 ,因此 二 ,,k 是 主 不 变量 47， 
.条 的 函数 ,从 而 由 (3.4.4? 式 和 (3.4, 15) 式 可 知 , 百 是 了 的 各 向 同性 函数 。 

2. 了 的 特征 方程 具有 二 重 根 A 一 加 天 必 

为 求 得 有 H 的 表达 式 , 可 设想 入 ,i 不 相等 , 令 和 一 4 的 极限 情况 ,考察 当 4 一 4, 时 


DD 1) 式 中 国 数 gg 关于 其 后 两 个 变量 对 称 。 
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(3.4.17) 式 的 极限 是 否 存在 及 存在 的 条 件 。 
GT 一 NG) 
tim f(D -| -Th ETT |+ 
. ps ,IT 
Th GT | 
(TO) 一 NG) 加， 
= 区 二 部 Jim 二 十 大 La- 06)’] 
(3.4. 18)0 
土 式 存在 极限 的 条 件 是 : 


(1) 当 T 的 特征 根 入 二 时 ,于 的 特征 根 A 二 ji 
(2) 极限 jim 旬 一 站 存在 ,因而 (3.4. 16) 的 如 ,和 ,如 也 接近 于 相应 极限 。 


3. 全 的 特征 方程 具有 三 重 根 = 二 
具有 三 事 根 的 能 化 为 对 角 型 标准 形 的 张 量 只 能 是 妹 形 张 基 , 故 了 为 球形 张 量 , 考 处 
一 4 ， 如 一 的 极限 过 程 ,研究 此 时 (3.4.17) 式 的 极限 存在 的 条 件 是 ， 
(1) 半 和 二 入 二 为 时 训 = 记 =p4; 故 是 = f(T) 也 必须 是 球形 张 量 ，。 
(2) (3.4, 16) 式 的 二 有 极限 存在 ， 
由 本 小 节 的 叙述 可 知 , 当 了 为 对 称 张 量 时 ,与 其 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 张 量 咕 数 
互 必定 也 是 对 称 张 量 。 但 应 注意 , 当 了 为 反对 称 张 量 时 ,与 其 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 
函数 刀 一 般 不 一 定 是 反对 称 的 。 
上 述 讨论 还 可 推广 到 维 空间 的 二 阶 张 硬 ,此 时 下 可 表示 为 了 的 (7 一 1) 次 多 项 式 ， 
此 处 不 再 详 述 。 


3.4.4 对称 张 量 的 对 称 张 量 函数 


定理 4 对 称 张 量 N 的 对 称 张 量 函数 殖 = fCN) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 
H= FN = EG+EN+kN (3.4. 19a) 


式 中 
k=k RB, FR) (i=0,1,2) (3. 4. 19b) 


由 (3.4 18) 式 的 证 明 如 下 , 设 加 国定 , 令 为 = 十 A 二 十 D0 A- ,信人 (3,4,17) 式 ,并 考虑 到 


1 ] 
TT i 二 + 高 阶 小 项 ， ' 则 


一 1 一 .TT Lr TT 
时 一 天 四 一 一 二 [AT 一 和 全， 多 一 AAA Th) en Ts TAO)+ 


aT 一 -四 一 AT 一 NG (TO 一 和 十 以 的 高 次 项 ] 十 元 各 [CT 一 NG) ， 
(T 一 4G)70 为 } 十 如 的 一 次 项 ], 当 Mw0 时 ,得 到 (3,4.18) 式 。 
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此 定理 的 充分 性 早 在 前 而 给 出 凿 量 的 解析 蝴 数 (3. 4.4) 式 时 已 对 涪 明 。 事 实 上 ,即使 
对 王 非 对称 张 量 ,满足 (3, 4. 19) 式 的 张 量 函数 也 是 各 向 同性 阔 数 ,问题 是 定理 的 必 委 性 
的 让 明 。 

关于 必要 性 的 证 朋 即 假设 瑟 = fCN) 为 各 向 同性 ,证 明 (3.4.19) 式 成 立 。 证 明 可 分 三 
步 进行 ,首先 证 明理 与 N 其 有 相同 的 特征 矢量 , 则 二 与 N 同时 化 为 对 第 型 标准 形 ;其 次 
证 明理 与 N 的 关系 可 以 表达 为 (3.4.19) 式 ;最 后 证 明 (3, 4. 19) 忒 中 的 系数 名 起 可 
表示 成 N 的 三 个 不 变量 的 函数 。 

(1) 证 明 五 与 和 其 有 相 问 的 特征 矢量 

若 el ,eye 是 对 称 矢量 N 的 特征 矢量 , 邵 


Neg 二 ie (1 一 1,2,3 不 求 和 ) (3, 4, 20) 
作 一 正 交 变换 ,使 
人 一 一 站， 人 一 一 有 【3.4,21) 
由 于 6 ;6216 是 一 组 正 交 标准 化 基 , 故 该 正 交 张 量 全 应 为 
Q =~ 0i6 ~ 0 | ee (3. 4. 22) 
且 
0 =0' =—e@6— 6 Le (3, 4.23) 
在 正 交 标准 化 基 w 中 ,对 称 张 量 N 的 标准 形 为 
N= Mee tee; AT ee, (3,4.24) 
其 正 交 相 似 张 量 为 
N=O. NO = Mee taee tiee = N (3, 4, 25a) 
而 已 设 瑟 = A(N) 是 各 向 同性 函数 , 开 的 正 交 相似 张 量 
QO- HO = fOr:N:0) = ftN)= f(N)=H (3.4. 23b) 
由 上 式 知 
QH=H'0 (3, 4, 26a) 
故 
QH.e= HO'e=—H'ae, 
QH.e=H.0.e,=-H.e, 
QHre= HOQe = H'e, (3, 4. 26b) 
将 上 式 与 (3,4,22) 式 对 比 , 可 知 再， 8 的 方向 必 与 @ 方向 平行 , 即 
H+ e, = Afe, (3, 4. 27a) 
与 (3. 4. 21) 式 要 类 做 地 ,选择 其 他 的 正 交 矢量 吕 , 可 证 得 
再 ,el = fe, 《3.4. 27b) 
H' ee; 一 4 人 (3, 4, 27c) 


对 比 (3.4, 20) 式 与 (3. 4, 27) 式 可 各 ;是 与 N 具有 相同 的 特征 医 量 。 瑟 的 标准 形 为 
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H= Afee | Ale Ae, és: (3. 4, 28) 
由 于 旦 = 和 ND , 故 和 (i = 二 1,2,3) 必定 是 水 (人 一 1,2,3) 的 函数 。 
(2) 由 前 面 一 小 节 扩 述 , 耳 与 N 的 画 数 关 系 可 化 为 二 次 多 项 式 
H= FN) = GFEN+hN’ (3. 4. 29a) 
如 :到 ,上 应 满足 
起 十 外 让 十 起 (有一 各 (=1,2,3) (3.4. 29b) 


根据 (3.4.15) 式 ,对 于 NN 的 特征 根 无 重 籽 时 ,上 述 代数 方程 必 有 解 , 解 的 形式 如 (3,4. 16) 
式 。 对 二 入 的 特征 方程 有 重 根 的 情况 , 伪 可 想象 一 个 从 无 重 根 趋 近 于 有 重 根 的 极 女 过 
程 , (3.4.29a) 式 仍 成 立 。 因 此 ,总 可 以 解 得 二, ,ki, 它 是 入 的 特征 根 A 的 浅 数 ， 
(3) 证 明太 ,大 :二 是 三 个 不 变量 的 函数 。 即 只 需 证 明 如 ,ki ,ks 是 NN 的 各 向 同性 标 
量 聘 数 。 即 只 需 证 明 如 ,二 是 六 的 各 向 同性 标量 画 数 ， 
开 的 正 交 相似 张 量 为 
HH = FN = GtiN +r EN 
将 让 =Q' HH. Q' ,N=Q， N,Q" 代入 上 式 , 则 
QH: 0 =hGHhHO NO +hQ:N.: OY 
~ 0 RGHENT RN]. 0" 
故 
H= EGREN+EN’ 
将 该 式 与 (3. 4, 29a) 式 相 比 较 , 可 知 
hoG+t kNt aN = kGHFEN+thN 
该 式 是 一 个 张 量 等 式 ,等 号 丽 边 在 主 坐标 系 中 的 各 个 分 量 当然 也 相等 , 故 利 用 (3.4. 16) 
式 , 可 证 
b= kl =, =k 
故 和 ;上 ,上 都 是 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 。 根 据 3. 3 节 定 理 3, 它们 必定 可 表示 为 W 的 
三 个 不 变量 让 (i=1,2,3) 的 函数 。 于 是 吧 , 定 理 4 证 毕 。 
在 特殊 情况 下 , N 只 限于 其 特征 方程 具有 二 重 根 或 三 重 根 的 对 称 张 量 , 则 除 
(3,4. 19) 涉 仍 满足 外 , 备 向 同性 函数 吾 还 可 以 表示 成 N 的 低 于 二 次 的 多 项 式 。 
(1) 没入 只 限于 其 特征 方程 有 二 重 根 的 对 称 张 量 。 假定 二 重 根 为 村 = 们 ,由 
(3,4.19) 式 可 知 征 也 必 有 二 重 根 A8= 储 ， 令 


他” 这 里 和 上 一 小 节 (3. 4. 17) 式 取 极 限 过 塞 的 情况 相 出 较 , 上 一 小 节 中 ,和 ,ks 的 表达 式 中 分 母 趋 近 于 办 1 极 
限 的 存在 是 有 索 件 的 ， 醒 本 小 节 中 由 于 N 为 对 称 张 量 , 利 用 定理 3 将 证 明 二 ,和 ,kz 是 三 个 不 变量 下 ,由 外 的 二 
数 , 故 当 NN 的 三 个 特征 根 扑 近 于 相等 时 ,极限 的 存在 是 必 扒 的 ,不 需 再 附加 上 一 小 节 中 提出 的 那些 条 件 ， 

加 ”以 上 的 证 明 只 适用 于 NN 的 特征 方程 无 童 很 的 情况 。 作 为 极限 情况 ,结果 对 生 的 特征 方 程 有 生根 的 情况 也 成 立 。 
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A 一 ko 二 kA (i 一 | ,2.3 (3, 4, 30) 
设 籽 关 畔 , 则 可 由 上 式 求解 与 如 ,并 可 证 
HH= kG EN (3, 4. 31) 


假定 炒 与 允 趋 近 相等 ( 即 接近 于 三 重 根 ) 时 ,k 与 有 根 限 存在 ,(3.4.31) 式 仍 成 立 ， 

人 2) 设 NN 内 限于 球形 张 量 ( 特 征 根 为 三 重 根 )。 则 显然 日 亦 为 球形 张 量 , 它 们 之 间 
满足 

H= hCG 《3. 4, 32) 

式 中 心 依 束 于 NN 的 第 一 不 变量 全 。 

以 上 是 定理 4 及 其 证 明 。 应 注意 定理 4 只 适用 于 对 称 张 量 N, 非 对 称 张 量 了 的 各 向 
同性 张 量 函数 不 一 定 能 写 威 (3, 4. 19) 式 的 形式 ( 非 对 称 张 量 了 县 有 6 个 独立 的 不 变量 )， 

例 3.14 试 将 对 称 张 量 的 对 称 张 量 蜀 数 可 =e” 化 为 的 二 次 煞 项 式 盏 一 馈 十 
N+koN: ,并 将 局 大 均 表 达 为 Ui=1,2 ,3) 的 级 数 形式 ， 

解 设 N 的 特征 根 为 4 加 。 由 于 吾 是 对 称 米 量 N 的 解析 函数 , 故 瑟 与 N 在 同 
一 组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 型 标准 形 , 吕 是 六 的 各 向 同性 函数 , 且 


、 A， 《和 《2 7 
HA 二 一 se 


?= 同和 + 守 + 秆 + 
由 定理 4 可知, 吉 必 定 能 化 为 N 的 二 次 多 项 式 , 且 其 三 个 系数 名 ,名 ,可 以 表示 成 
四 (1,2,3) 的 函数 ， 
注意 到 
大 二 加 十 各 十 让 
pe = hd 十 3 十 大 入 
二 dd 
因而 
玉 六 = 
Cf) 十) 十 (十 
3 Caz)? 十 ADA 二 AA) 十 CA DA 十 Aa (A) 十 Cs) a] 十 BA 
(A A A] 
(A 
SCADA 十 《0a 十 CAA] 十 20 A 十 CU) 十 CUA) 
故 


1 A CA): 
1 ha Qs)’ 
] A CGA) 
1 4 Oy 
] i OY! 
1 dy CA) 
1 | 
1] a CAs) 

1 Nh A) 
0 
1 四 A) 
1 4 00 


] A CY 

1 人 证 = 二 局 一 和 0 一 和 (一 A A 
1 Gy Cy 

1 《和 
1 (于 = 十 (0 一 入) (4 一 (4, 一)[ 琴 一] 
1 (A)? Ch) 
1 A? Ch) 
1 Ge) Cy | = 十 人 一 加) 人 oh ES of) Es] 
1 Qa)? (入 
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一 (A 一 和 如) — As) CAs 一 四) 


= (一) 一 


= A A) hd oA) 


一 《41 一 A) (Ch, — A ) (A, 一 A1) [tA 六 一 2 8 十 更 ] 


于 是 ,由 (3. 4.16) 式 可 以 求 得 


的 A (CA)? 
] A CAs) 


MT WIRE 
em A CAs): 
1 

二 1 十 相克 + 十 A [西关 一 下] 十 和 
1 en 《AI 
1 让 2 

二 A 
hl © 
1 人 {CAs)? 


3 


Er A 


0 
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1 Al eit i 
1 1 
此 一 一 一 一 一 一 一 站 2 
"Rl 
1 A 抽 
] 1 1 "| 1 3 站 
二 二 十 守 有 十 二 [一直 二 二 [07 一 2 外 十 各 证 
2 3 Ta 引 
或 写作 


H-(GHN+T FN)+ EG- ANTAN) + 
A 二 


林场 [ORY IG ES -FfE JN 


[OF 2 tN 
在 连续 介质 力学 中 ,应 力 张 量 与 应 变 张 后 都 是 对 称 二 阶 张 贡 ,对 于 正确 描述 各 向 河 性 
材料 的 应 力 应 变 之 间 的 本 构 关 系 , 定 理 4 给 出 了 一 般 的 原则 ,是 一 个 十 分 重要 的 定理 。 现 
举 一 实 例 。 
例 3,15 各 向 同性 线 弹 性 材料 仅 有 2 个 独立 的 弹性 常数 将 一 块 各 向 同性 材料 ( 例 
如 大 多 数 金 属 材料 ) 滞 某 个 方向 切割 成 拉 伸 试 件 进行 实验 ,所 得 到 的 载荷 - 伸 长 昌 线 与 党 
任何 其 他 方向 切割 斌 件 所 得 结果 相同 。 描 述 各 向 同性 材料 应 力 = 与 应 变 上 * 之 间 的 本 构 关 
系 需 要 的 独立 弹性 常数 可 以 利用 定理 4 来 判断 。 即 
o 一 总 个 十 外 ek e’ (3. 4, 33) 
其 中 
k= kB AS) (i=0,1,2) (3. 4, 33a) 
是 应 变 张 量 的 三 个 主 不 变量 的 各 向 同性 标量 十 数 。 而 抽 , 在 ,中 分 别 为 应 变 分 量 的 一 次 、 
二 次 与 三 次 式 。 人 们 可 以 根据 材料 的 不 同 特性 ,需要 用 几 次 多 项 式 足 以 描述 其 应 力 应 变 
关系 ,从 (3.4. 33) 式 出 发 来 决定 独立 的 弹性 常数 的 个 数 。 
如 果 已 知 材料 为 线 弹 性 ,在 本 构 关 系 中 最 高 只 能 出 现 应 变 分 量 的 一 次 式 。 由 
(3,4, 33) 式 可 判定 ， 


Ro 二 a 二， 和 二 24 B=0 
其 中 ,a,a* 和 上 是 与 应 变 无 关 的 标量 。 如 果 材 料 中 无 初 应 变 , 即 当 应 变 为 堆 张 量 时 应 力也 
是 零 张 便 , 则 
并 二 从 


线 弹 性 材料 的 本 构 关系 应 为 
d=—ARGT2AE (3, 4, 34a) 
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其 分 重 表 达 式 为 
中 | 二 和 人 十 Zp es 《3. 4. 34b) 
这 就 是 我 们 所 熟知 的 各 向 同性 线 弹性 材料 的 虎 克 定律 ,其 中 仅 售 2 个 独立 的 弹性 常数 4 
与 六 在 弹性 力学 中 称 为 Lamé 常数 .由 (3.4. 34b) 式 升降 指标 还 可 以 得 到 其 他 各 种 分 量 
形式 ,读者 可 自行 写 出 。 


3.5” 张 量 函 数 导 数 的 定义 , 链 规则 


3.5.1 有 限 微分 、 导 数 与 微分 


张 量 函 数 的 导数 刻画 了 张 量 函 数 对 于 其 自 变量 ( 另 一 个 张 量 ) 的 变化 率 。 在 下 面 研究 
张 量 的 变化 时 , 若 需 将 张 量 对 基 张 量 分 解 , 则 仅 限于 在 直线 坐标 系 ( 直 角 或 斜 角 ) 中 讨论 ， 
即兴 为 基 矢 量 gi ,gz ,8; 是 不 变 的 。 以 后 还 假设 所 研究 的 蔷 数 都 是 连续 和 连续 可 微 的 ， 

如 何 定义 函数 

. B= FA) 
的 导数 呢 ? 其 中 4,B 均 可 能 是 标量 ,矢量 或 张 黄 。 当 自 变 量 4 为 标量 + 时 ,不 论 函 数 吾 
是 什么 量 , 总 可 以 定义 函数 Fr)? 的 导数 为 


Fz) = lm ELF(z+O— Fr)] .5.D 
或 ,等 价 地 
下 (位 十 站 = F(x) + éF' (tr) + ot) (3,5,2) 
上 式 中 ,ot 全 是 其 值 ( 模 ) 的 量 级 小 于 上 的 元 穷 小 量 , 即 
jim 2 ~ 0 (3.5.3) 


从 (3.5.2) 式 ,(3.5.3) 式 可 知 ,EF (z) 是 函数 的 增 量 F(zx 十 全 一 F(x) 的 主要 部 分 , 它 线性 
地 依 区 于 自 变 量 的 增 量 名 
但 此 定义 对 于 让 变量 4 为 矢量 v (或 张 量 ) 的 情况 不 能 成 立 , 因 为 技 上 式 将 写 出 


lim 二 [Fe 十 可 — Fty)] 
其 中 包含 了 矢量 (或 张 量 ) 为 除数 的 运算 ,这 种 运算 是 没有 定义 过 的 。 如 果 将 (3.5. 1) 式 略 
加 改变 ,定义 标量 二 的 函数 子 (zy 对 于 增 量 x 的 有 限 微分 F (zig) 为 
F(x1z) = lim TZ [F(z+ he) — F(z)] (3. 5,4) 


式 中 = 是 自 变量 x 的 有 限量 值 的 增 基 ,与 z 的 景 纲 相同 ,是 一 个 无 其 网 的 无 穷 小 量 。 对 
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比 (3.5.1) 与 (3.5.4) 式 可 知 , 当 z=1 时 ,有 

F(x1l) = F(x) 
所 以 可 认为 导数 Lx) 是 阔 数 Fr) 对 于 增 量 1 的 有 限 微 分 。 进一步 可 以 证 明 , 不 管 F(x) 
是 xz 的 任何 类 型 (线性 或 非 线性 ) 的 函数 , 它 的 有 限 微 分 F(z;z) 对 于 增 量 x 总 是 线性 茹 
数 ,而 导数 亚 (z) 总 是 有 限 微分 下 (zfrz) 对 = 的 系数 。 证 明 如 下 ， 
根据 导数 的 定义 (3, 5. 1) 式 及 有 限 微 分 的 定义 (3, 5. 4) 式 


1 
Br the)| lim [Fr Ch+Ah)z) — F(z + he)] 
组 jn 地-0 贞 下 让 二 


=lim [F(z+ Ahe) ~ F(z)]= 下 (zi 
而 根据 复合 函数 求 导 规则 


人 PCz 十 ie) 一 “到 (zx 十 和 | 一 这 (rz)z 


由 上 两 式 证 得 
到 (zz = Fr)y (3.5.5) 


对 比 (3. 5,5), (3, 5,4) 和 C3.5.2) 式 ,我 们 可 以 理解 ,有 限 微 分 F(xiz) 的 物理 意义 是 自 变 
量 符 增加 有 人 恨 量 值 的 小 量 x 时 ,一 数 增 量 的 主要 部 分 ， 

以 上 是 自 变量 为 标量 的 情况 。 对 于 自 变 量 为 矢量 或 张 量 的 函数 ,可 以 类 似 地 定义 其 
有 限 微分 与 导数 。 


下 面 侠 究 矢量 v 的 矢量 函数 w, 即 
w= Flv) 《3.5.6) 


定义 矢量 ov 的 矢量 函数 Fe ) 对 于 增 量 & 的 有 限 微分 为 自 变量 ov 每 增加 ww 时 ,函数 下 
的 增 量 , 邯 
F'(viH) = lim EFCw+ hu) — F(v)] (3.5.7) 
矢量 函 救 Flv ) 对 于 增 量 w 的 有 限 微 分 《vyw) 也 是 矢量 ,可 以 证 有 明 下 (io 对 于 增 量 也 
为 线性 函数 。 证 明 如 下 。 
F (Coiat) = lim [FCv+ hat) — Fv)] 


若 令 上 式 中 


则 
F (von) =alimT[F(ot hu) ~ Fy)]= aF’ (vn) (3.5. 8a) 


第 3 章 张 量 夯 雪 及 其 导数 
F (vsut t) =lim 二 [Fp 十 加 十 ) — Flvw)] 


=lim [EC 十 局 二 有) 一 Fe 十 各 )][FCe 十 各) — Fv)]) 


=F (vn) + F (vt) 《3.5. 8b) 
由 (3.5. 8a,b) 二 式 可 知 
Fv Ha) = aF' (viu) + HE (vt) 《3.5. 9a) 
由 上 式 下 (wife 对 于 增 量 & 的 线性 性 质 可 以 进一步 得 到 
Fva) = FF (vy) = WF (Vig:) (3, 5, 9b) 


该 式 说 明 有 限 微 分 FCw;w} 是 增 量 ww 的 分 最 的 线性 组 合 , 即 矢量 可 以 通过 线性 变换 映 
射 为 矢量 (ore) 。 根 据 商 法 则 (1,7,27) 式 ,这 种 线性 变 痪 是 通过 一 个 二 阶 张 量 实现 的 ， 
可 以 按照 (2.1, 15a) 式 将 此 变换 写作 
Fo = F (wv) :eu (3. 5. 10) 
此 武 中 到 (g ) 是 一 个 二 阶 张 量 , 称 为 务 数 F(v ) 的 导数 ,或 写作 < 。(3, 5.7) 臣 还 可 
以 写作 ， 
下 (十 天) Fy) = hE (vw) oh) = hF' (Cy) rut oh) (3.5.11) 
式 中 0o(h) 的 定义 见 (3.5.3) 式 。 令 
dv = jn 
取 (3. 5, 11) 式 的 主 部 , 称 为 矢量 函数 FCvw ) 的 微分 , 它 是 当 自 变量 wv 有 微小 的 增 量 do 时 ， 
函数 下 的 微小 增 量 , 记 作 dF 下, 它 与 导数 天 Cv ) 之 间 满 足 
dF= Fy) edy= dv [F (vw)] (3.5. 12) 
式 中 [Fo )]7 为 二 阶 张 量 (vw ) 的 转 置 ， 
下 面 给 出 z 阶 张 量 A 的 mm 阶 张 量 函 数 了 C4) 的 导数 的 一 般 定义 。 仍 先 定义 函数 TC(4) 
对 于 增 量 C 的 有 限 微 分 是 自 变量 每 增加 C 时 ,了 请 数 TCA4) 的 增 量 


T CAC) = im [TCA+hC) —T6A)] (3.5, 13) 


式 中 增 量 C 是 与 自 变量 4 同 阶 的 阶 张 景 ,而 有 限 微分 TCA;C) 是 与 函数 TC4) 同 只 的 mn 
阶 张 量 。 与 (3. 5. 9a) 式 类 似 地 可 以 证 明 , 不 论 T(4) 是 怎样 的 函数 5 线性 或 非 线 性 ), 其 有 
限 微分 (A1C) 与 增 量 C 之 间 总 满足 线性 关系 , 即 类 似 于 (3. 5. 9b) 式 有 

TOAC 一 于 (3, 5. 14) 
上 式 中 ij,… 共 计 刀 个 星 指 标 ,表示 有 3" 项 求 和 ,此 式 表 示 T(A) 对 于 增 量 C 的 有 限 微分 
是 C 的 诸 分 量 c 的 线性 组 合 ;而 由 于 (43C) 是 和 m 阶 张 量 , 故 (3.5. 14) 式 相应 地 可 以 有 
3" 个 分 量 表达 式 ; 即 ,TCA;C) 的 3" 个 分 量 是 C 的 3" 个 分 量 的 线性 组 合 ,组 合 系数 共计 
应 有 3" 个 ,根据 商法 则 ,这 3”" 个 系数 的 集合 必定 构成 一 个 (m 十 台阶 张 量 , 称 为 张 量 


13 


。 张 量 分 醋 ( 芝 2 版 ) 


函数 TCLA4) 的 导数 , 记 作 
人 全 po4) 
于 是 (3.5,14) 式 可 以 写作 
TOASO = TOAYC (3.5.15) 
式 中 “号 表示 n 重点 积 ， | 
与 (3. 5.12) 趟 类 似 地 , 千 设 
由 = 和 

将 (3.5.13) 式 写作 

TOA+ AC) — TCA) = AT’(A;O) + oR) (3.5.16) 


定义 TA 十 AMC) 一 T( 入 ) 的 主 部 为 了 的 微分 df, 利用 {3.5.15) 式 ,dT 与 其 导数 TCA) 之 间 
满足 


dT = TA): dA 《3.5.17) 
3,5, 13),(3.5.15),(3, 5.17) 三 式 是 张 量 滑 数 的 有 限 微 分 ,导数 与 微分 的 一 般 定 义 式 。 
下 面 列举 各 种 张 量 蚂 数 的 导数 说 明之 ， 


1. 矢量 0 的 标量 函数 ?9 一 Am ) 
Fam ) 对 于 增 量 # 的 有 限 被 分 为 


fo) = Fv) oa (3.5. 18) 
式 中 导数 
‘ny df 
f(y) = 
是 一 个 矢量 ,而 Am ) 的 微分 为 
df = flo) do= dled (3. 5. 19) 


2， 矢 量 g 的 矢量 函数 w=Fm ) 
Fo ) 对 于 增 量 # 的 有 限 微分 为 


Ftv = Fw) +: (3, 5. 20) 
式 中 导数 
Fo = 各 
是 一 个 二 阶 张 量 ,而 Fw ) 的 微分 为 
| dF = Pto) do= Fedo (3.5. 21) 


3， 矢 量 的 二 阶 张 量 函 数 互 =Tim ) 
To ) 对 于 增 量 站 的 有 限 微 分 为 


3 章 瑟 量 本 覆 及 其 必 才 


Tivu) = 了 Oo) (3, 5, 22) 
式 中 导数 
dT 
Tlv) 一 dy 
是 一 个 三 阶 张 量 ,而 TCw ) 的 微分 为 
dT= Tw0) do= .dy (3.5.23) 
dv 
4. 二 阶 张 量 的 标量 函数 $= (5) 
了 (8S) 对 于 增 量 C 的 有 限 微分 为 
7180) = PS) CC (3.5.24) 
式 中 导数 
es df 
六 (9) = 车 
是 一 个 二 阶 张 量 , 而 1($) 的 微分 为 
df = (5) :dS— :ds (3. 5.25) 
5. 二 阶 张 量 的 二 阶 张 量 湖 数 HH 二 TCS) 
TtS) 对 于 增 量 已 的 有 限 微分 为 
TS = TCO):C (3.5.26) 
式 中 导数 
dT 
TS) = 3 
是 一 个 四 阶 张 量 , 而 TC(S) 的 微分 为 
dT . 
dT=T(S) :d= :0 (3,5,27) 
3.5.2 张 量 函 数 导数 的 链 规则 
对 于 复合 张 量 函 数 
HT) = GCFOD)) (3. 5.28) 
式 中 自 变 量 T 是 m 阶 张 量 ,上 是 阶 张 量 泪 数 ,HH 与 6 是 阶 张 量 蚂 数 , 则 存在 链 规则 
HI(T) = GCF:F(D (3, 5, 29) 


式 中 H CD) 是 Cp 十 m) 阶 张 量 ,G (本 是 (pn) 阶 张 量 ,FF(D) 是 (x 十 im) 阶 张 量 ,“;“ 表 
示 # 重点 积 。 
链 规则 可 以 直接 利用 有 限 微 分 与 导数 的 关系 式 证 明 。 上 由 (3, 5. 15) ,C3. 5, 16) 两 式 , 有 
下 (T 十 AhC) = F(T + F CDLAC + oh) 


415 


-116 .. 


张 量 分 析 ( 第 2 版 


式 中 ”表示 和 重点 积 。 应 用 此 式 ,并 注意 到 G( 瑟 为 有 限 , 得 到 
GIF(T+ACND) =G(F(D + F (TAC + oth)) 
二 COE(CT TAF DC + ol))) 
=GFOD) FO (FNALF (TC+ 00)] + oh) 
=GF(TD) + OE F (MAC + olh) 
但 是 ,按照 (3,5. 15),(3, 5, 16) 式 ,对 于 了 的 函数 吾 ( 厂 , 当 自 变量 了 有 增 量 AC 时 , 叉 有 
GFOT— AC)) = 有 (了 十 加) 
=G(F(D} + HT RC + oh) 
比较 此 两 式 , 由 于 增 量 C 的 任意 性 ,可 证 得 
HD = ODF’ AT) 
自 变量 为 时 间 变 量 间 并 以 ” "表示 和 全, 则 以 ! 为 自 变量 的 复合 函数 下 Ce (1)( 例 如 , 设 
VC 站 为 矢量 ) 对 时 间 +t 的 导数 有 


PD SFO) FO) Sv) = 0) (3.5, 30) 


例 3.16 例 3.2 中 质点 的 动能 是 速度 v 的 函数 ,而 谴 度 随时 间 上 变化 ; 求 动能 对 于 
时 间 的 变化 率 ， 
解 9= 立 pr (1) vt) 
p=p (Vv) ry 
求 史 (oo ) ,可 利用 定义 做 , 先 求 p(w ) 对 于 v 的 增 量 5 的 有 限 微 分 
P(rm) = im 1 6 [to 十 io) wih 00] po Wp) 


因为 增 量 任意 , 故 必 有 到 to ) 一 pp ，Y% 一 pg * V9 
所 以 运动 质点 在 某 一 时 刻 动能 的 变化 率 取决 于 质点 在 该 时 刻 的 速度 与 加 速度 。 


在 以 上 的 计算 中 , 先 求 出 gtv ) 对 于 vw 的 增 量 w 的 有 限 微分 ,然后 定 出 9 的 导数 了 2 一 


g (vw) ,最 后 由 此 导数 计算 9 对 时 间 的 变化 率 p= 二 Pp (Vv) 1 或 9 的 微分 dp 二 PC) 
dv ,但 是 在 实际 运算 中 ,因为 求 微分 最 为 方便 ,人 们 往往 先 求 微分 ,然后 昌 微 分 确定 导 
数 ， 例 如 在 便 3.16 中 , 先 求 9 的 微分 ， 


dy = oor dvtdo. 0] = po do= Ho) "dy 


/ = dp ,qo 
因此 piv) po, HP 


入 4 证 区间 及 其 


3.5.3 ”两 个 张 量 函 数 乘积 的 导数 


在 各 种 实际 问题 中 常 需 要 研究 两 个 同一 自 变 量 的 张 量 函 数 的 各 种 冬 积 (并 飞 , 点 积 、 
义 各 等 ,统一 地 用 符号 把 表 示 ) 的 导数 ,但 它们 不 一 证 都 能 给 出 显 式 表达 式 。 现 举 二 阶 张 
量 工 的 两 个 二 阶 张 重 画 数 57 ,AD 为 例 进 行 研究 。 

设 HOD) UCDOOVETDD ,已 知 于 (了 由 式 本 (CTO) 二 HCT) :CC 定义。 


HT;O) <lim 元 [HT+ hC) — HOD] 
ht 


=lim T (UAT+hACO 四 [WTAC) 一 YTD]HTEGT+AC UDIOVD) 
LE 


=U(TD BY TO +U (TO HYT) 
=UT RVD CFL OD ;: CO VD 
从 以 上 HCT;C) 的 表达 式 无 法 得 到 一 般 的 H ( 呈 的 昌 式 表达 式 , 但 可 以 得 到 
dHiT) = UCT) FED +: dT+IU (TY: dT WYOD) (3,5.31) 
利用 定义 可 以 证 明 以 下 张 基 函数 乘积 的 导数 表达 式 , 下 式 中 f ,8, 表 示 柄 量 ,sv Ww 
表示 矢量 ,T,$,U,V 表示 二 阶 张 量 。 


FD 一 贡生 HD, FOD = yD YD + DT 《3.5. 32) 
Op) =a) wo) PO wo re 十 OO) wv) (3.5.33) 
wD) =p uw) Wo) 一) 人 人) 十 Po) (3.5. 34) 


fT =D VD, FOD=VDU DFUD: VT (3.5.35) 
与 以 上 各 式 对 应 的 微分 公式 为 


df(T) = dp DHT) + p(T YT) (3, 5. 32a) 

dd 和) 十 本 和 df) (3,5, 33a) 

dw(w) = dp(v uv) + pv)du(y) (3. 5. 34a) 

df (1) = d0(D 1: VOT 十 DOT :dy(T) (3, 6. 35a) 
以 上 各 式 作 为 习题 由 读者 自 证 。 


3.6 矢量 的 函数 之 导数 


3.5 节 给 出 了 张 量 函数 导数 的 定义 ,本 节 与 下 一 节 将 分 别 给 出 矢量 .二 阶 张 量 的 各 种 
函数 之 导数 的 分 量 表达 式 。 


3.6.1 矢量 的 标量 函数 
矢量 p 的 标量 函数 = /(v) 对 于 增 量 uu 的 有 限 微分 与 其 导数 之 间 的 关系 ( 见 
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(3.5.18) 式 ) 为 

Fv = ff (vw) uu (3. 6. 1) 
涉 中 导数 ftv ) 为 泉 量 ， 下 面 给 出 其 分 量 表达 式 。 设 基 矢 量 为 g,:( 常 矢量 ), 自 变量 vw 与 
增 量 站 的 分 解 式 为 


v= Vp = (3, 6.2) 
内 为 基 矢 量 是 常量 , 故 甬 数 g 二 ftw ) 仅 为 的 三 个 分 量 的 三 元 函数 , 记 作 f(w)， 
外 二 天) 一 大 如) (3.6.3) 


本 节 和 以 后 用 来 表达 函数 的 白 变量 的 括号 中 的 指标 ,如 上 式 中 的 ?一 1,2,3, 既 非 蜡 
指标 ,又 非 自 由 指标 , 仅 表 示 ! 取 值 范围 内 的 三 个 自 变量 w ,wy 。 
先 研究 f(w ?对 于 增 量 为 基 矢 量 g; 时 的 有 限 微 分 


f (vsg) =lim [flv+ hp) — ro )]= lim ~ [f(g, + hig) — flvign)] 


=lim 1 [Fw 十 1 人 一 Fu)] 


上 式 中 (vw 十 A 训 ) 表 示 庄 自 变量 vi=1,2,3) 中 ,只 有 疏导 是 某 一 确定 的 指标 ) 有 增 量 只 ， 
其 余 均 不 变 , 故 根据 篇 导 数 的 定义 ,有 


fvig) = A -ae) (3.6.4) 
Ben QU 
此 式 表明 当 自 变量 的 增 量 为 常 基 矢量 时 ,标量 虹 数 的 有 限 微 分 是 晴 数 对 于 该 基 矢 量 所 对 
应 的 那个 分 量 的 偏 导 数 ， 
根据 有 限 微分 对 于 增生 为 线性 的 性 质 及 (3. 6.2),(3.6,4) 式 ; 则 
Fo = (ving) = uf (vig) = ee 
对 比 (3.6.5) 与 (3.6. 1) 式 ,由 于 增 量 x 的 任意 性 ,得 到 
dflo) If) 
f(g) = qd 一 (3.6. 6a) 
矢量 (vw ) 的 分 量 方 为 
让-=2 -are ;12,3) (3. 6. 6b) 


dw dv 
广 因 汐 标 转换 而 变化 , 它 满足 矢量 分 量 的 举 标 转换 关系 ,可 简 用 复合 函数 求 导 规则 ,对 
fvi(v )) 求 导 以 证 明之 。 


af af a If aR) afoot paf 
Bu’ Av du dy aor Fd "= Fe 《3. 6, 7a) 
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上 式 从 男 一 方面 再 次 证 明了 /Cv ) = “全 下 J 是 失 量 ,其 分 量 和 符合 失 量 的 协 变 分 量 的 转 


换 关系 ,而 248: 具有 对 于 储 标 的 不 变性 


， Da/ 
Fiv) = 8 二 和 1 
9 a 
= 和 pa C3, 6. 7b) 


3.6.2 ”矢量 的 矢量 函数 


(3. 5. 20) 式 已 给 出 矢量 的 矢量 函数 w= 二 Fv ) 的 导数 FC(v ) 与 有 限 微分 F (vj) 的 
关系 , 现 求 六 (v } 的 分 量 ,同上 一 小 节 , 自 变量 v 可 写作 v = vg,, 因 8 为 常量 ,o 的 函数 
Flw ) 仅 取决 于 分 量 w (==1,2,3), 可 以 写作 

w= Fl(v) ~— Fl) 
此 矢量 阔 数 可 以 对 藉 矢 量 分 解 ,写作 

Flv) = Fi(v)g, (3. 6.8) 
式 中 F'(v) 是 FCv) 的 分 量 。 当 v 的 增 量 为 基 矢 量 g; 时 ,根据 (3. 5, 7) 式 及 上 式 ,矢量 函 
数 Fl(v ) 的 有 限 微 分 为 


F'(v;g,) =lim FLF(V+ hg,) — Flv)] 


=lim $F (vg, + Mig) 8 — FP (dg)8] 


=lim TF 二 i) — Ftv) lg = 0 AF) 
一 般 地 , 当 自 变量 v 有 任意 增 量 g=wg; 时 ,根据 有 限 微 分 关于 增 量 的 线性 性 质 


Flv) = wp' (org) = Eg = gg (3. 6. 10) 


式 中 有 为 一 组 与 g; 相对 侦 的 基 矢 量 ,w 一 wig; 一 wg'。 对 比 (3. 5. 20) 式 ,由 于 关 的 任意 
性 ,得 到 


{3.6.9) 


Fo) = yg (3. 6, 11a) 


前 已 证 ,上 式 是 一 个 二 阶 张 量 等 式 ,可 进行 指标 的 升降 ,其 4 种 分 量 形式 应 为 


FD Fi AF ) FE ED， pi 2 oF Cw) 


Bn 1 av gm 


忆 一 
(3, 6. 11b) 
当 基 矢量 转换 时 ,上 式 满足 二 阶 张 量 分 量 的 转换 关系 ,类 似 于 (3.6.7a) 式 可 证 ; 
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Fs = 一 2 一 Bt Te) . pt OL Ps J av 一 = ptB: F, 
UU Eo du 名 
FE 人 BB PY, Fr = BRIFU, FT ~ BIBIF'™ (3. 6. 12) 
因为 g, 为 常 失 量 ,以 上 三 式 述 可 以 写成 下 列 并 矢 形 式 ， 
Fo) = Se9 gs EoD), = OP), (3.6.13) 


dau! dU 外 Do Av 


3.6.3 ”矢量 的 二 阶 张 量 函 数 


(3, 5, 22) 式 已 给 出 矢量 v 的 二 阶 张 量 钞 数 昌 二 T(w ) 的 有 限 微分 与 导数 的 关系 
To = Tow).u 
若 张 量 函数 了 与 自 变量 w 的 并 矢 式 为 
T= Tgg; = Tg'g8 = Tga’ = THg'g; (3,6. 14) 
Yo HE ve (3. 6. 15) 
则 上 式 中 了 的 四 种 分 最 都 是 m 的 分 量 w (或 vw) (i 一 1.2,3) 的 函数 ， 
与 前 相 类 似 地 ,导数 工 (w) 是 一 个 二 阶 张 量 ,其 并 矢 式 为 


dT 了 Ofz FE aTY{w) 
T (to ) = dy go BBB a Babt 
_ dT, (Cv } pigt _ 3 了 【外 igig, = 0 Be Tg, gigt = (3.6,168) 
EE A 
所 以 ;导数 (vw ) 共 有 8 种 分 量 ,它们 是 
1 了 加 + 
二 六 dT Cw) ， TH 3 a T, aT; (vy } (3. 6. 16b) 
th at A : 
由 于 g; 为 常 矢量 ,上 式 也 可 以 写作 并 矢 式 
To) 一 Te 9, (3.6. 17) 


Da do 


3.6.4” 张 量 函 数 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 


对 于 自 变 量 为 矢量 的 张 量 泪 数 , 可 以 定义 其 梯度 , 散 度 与 旋 度 ,但 读者 在 学 习 到 下 一 
章 时 ,应 注意 将 本 章 中 所 定义 的 张 其 耳 数 的 梯度 、 散 上 度 和 施 度 与 下 一 章 所 定义 的 场 函 数 的 
梯度 、 散 讼 与 旋 庶 的 梳 念 区 别 开 , 不 概 泥 清 。 

3.6.4.1 张 是 函 数 的 梯度 

(3.6,7b)、(3,6,13) 和 (3, 6, 17) 三 式 分 别 给 出 了 矢量 的 标量 .矢量 和 张 量 函数 的 导 


数 的 表达 式 ,由 此 半 式 可 以 看 出 ,可 年 义 一 个 矢量 算 子 Y_ (nabla) 


一 (3.6. 18) 
dm . 
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Y 称 为 导数 算 子 。 若 V 作用 于 写 在 其 前 的 标量 函数 f, 则 FY 成 为 矢量 :车 Y 作用 于 写 在 
其 前 的 矢量 函数 王 , 则 FY 成 为 二 阶 张 量 ; 若 Y 作用 于 写 在 其 前 的 x 阶 张 量 函 数 工 则 TY 
成 为 (a 十 1) 阶 张 量 。/V ,FY 和 TY 分 别称 为 标量 ,矢量 和 阶 张 量 函数 的 梯度 。 


| 


Y= hg (3. 6, 19a) 
du 

Fy = Sky (3. 6. 208) 
A . 

Ty = ip: (3.6.21a) 
dr 


还 可 以 定义 必用 于 写 在 其 后 的 张 量 晒 数 为 张 量 欧 数 的 梯度 ,但 要 注意 与 上 两 式 具 
有 不 同 的 食 意 : 


W =8 3 = 1v (3. 6. 19b) 
VF 一 8 入 = (FY)! (3.6. 20b) 
VT=g 元 县 2 = -8 ‘gi (3, 6, 21b) 

Ty A 

YT 与 TY 之 间 不 是 简单 的 转 置 关系 。 
张 量 明 数 的 微分 与 梯 斌 之 间 有 以 下 简明 的 关系 ， 

df = FV) do dv. (Vf) (3. 6. 22) 
dF = (FV) dv = do (VE) (3, 6. 23) 
= {TY}) + dv = dv (YT) (3.6.24) 


3.6.4.2 张 量 孙 数 的 散 度 


当 算 符 Y 作用 于 矢量 的 和 打量 函 数 或 者 张 量 消 数 时 ,可 以 定义 散 度 

VT=g. 2 或 TT， Y= 芳 ， 

二 者 是 不 相等 的 。 但 对 于 矢量 的 矢量 消 数 Fiw ) , 散 度 
aF 9F 3F 


Fog tis 
VF=8 A dv A "8 


{3, 6. 25) 


= FY 《3. 6, 26) 


3.6.4.3 张 量 函数 的 旋 度 
当 算 符 Y 作用 于 矢量 的 矢量 因数 或 者 张 重 函数 时 ,还 可 以 定义 旅 度 
VxT=p XH et (VT) :或 TxY= xg ~ (TY ):e 


(3. 6, 27) 


122 


人 
二 者 是 不 相等 的 。 但 对 于 矢量 的 矢 最 尖 数 Ftvw ), 旋 度 
dF aF 


curlF=(VYxX ED- g Xo EYF) 一 一 EPEY ) =— Xpg 
a A 


=— (FxV) C3. 6, 28) 
3.7 二 阶 张 量 的 水 数 之 导数 


本 节 给 出 二 阶 张 量 的 标量 函数 .二 阶 张 量 函数 之 导数 的 分 量 表达 式 。 


3.7.1 二 阶 张 重 的 标量 函数 之 导数 


二 阶 张 量 $ 的 标量 函数 p 一 了 ($) 的 导数 六 (8) 是 一 个 二 阶 张 量 , 它 的 分 量 仍 可 利用 
它 与 有 限 币 分 的 关系 式 (3. 5.24) 求 得 。f(S) 对 于 5 的 增 量 C 的 有 限 微分 为 


f S30) = lim FL/(S+AC) — fC8)] (3.7.1) 
该 式 中 目 变 量 呈 与 增 量 忆 均 可 分 解 为 
和 一 Sgig;! C= Ogig, (3,7.2) 
由 于 基 张 量 gg8; 为 常量 , 范 数 fi$) 只 是 5 的 分 量 的 函数 


多 一 fF(S) (3.7.3) 


a i 
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站 一 有 8 (3.7.7) 
在 以 上 的 推导 中 ,了 《8S) 一 dr /dS 是 通过 它 与 f 的 有 限 微 分 疡 (8S:C) 的 关系 式 
《3.5, 24) 而 求 得 的 , 男 一 种 更 为 便利 的 推导 方法 是 通过 产 ($) 与 了 的 微分 df 的 关系 式 
(3.5.25): df 二 六 (S$) :ds 而 直接 求 得 。 由 (3.7.3) 式 ， 
dp = df(S7) = ds (3.7.8) 
由 于 基 张 量 gig; 为 常量 ,8 的 微分 为 5 二 dS"gigi: 因 此 (3.7.8) 式 可 写作 ， 


dp = df (S51) = (Ws): (dStgigi) 一 (ee) ds (3.7.9) 


将 上 式 与 (3, 5. 25) 下 对 比 ,由 于 dS 为 任意 , 故 必 有 有 


此 即 (3, 7. 6a) 之 第 1 式 , 其 他 各 式 亦 可 类 似 地 得 到 。 
如 果 自 变量 是 对 称 二 阶 张 量 8, 即 S$ 二 全, 则 5 的 9 个 分 其中 只 有 6 个 独立 分 量 ,在 


数学 分 析 中 ,3. 7. 6b) 式 中 出 现 的 335 等 偏 导 数 失 去 意义 ， 一 种 处 理 方法 是 将 自 变量 数 


目 减 为 6 个 由 ,但 是 这 样 做 全 有 关 张 量 分 量 的 许多 关系 式 表 达 很 不 方便 。 我 们 采用 另 一 
种 处 理 方法 ， 由 C3,7.8),《3,7.9) 式 


df(S5) = ds = PCS) ， 4 (3.7.10) 


因为 4S 是 对 称 二 阶 张 量 , 所 以 有 了 了 的 微分 4F, 不 能 崔 一 确定 (8); 因 为 皇 意 一 个 反 
对 称 张 量 n 与 dS 的 双 点 积 都 等 于 去 , 即 0 : 5 二 0。 但 如 规定 二 阶 张 量 六 (9) 也 是 对 称 
的 , 则 由 (3.7, 10) 式 可 以 上 唯一 地 确定 ACS)。 相 当 于 在 数学 分 析 中 , 当 因为 伟 二 57’, 自 变 
量 的 3 个 分 量 不 独立 而 使 9f/3S’ 失 去 意义 时 ,可 以 规定 3f/1357 关 于 i,j 为 对 称 ,从 耐 俩 
9f/3Si 有 申 确 的 定义 , 现 举例 说 明 ， 
p= FS) 一 ay935 

式 中 as 为 常 张 量 ,对 上 式 求 微分 ,可 得 

dp= df(S7) =adS 一 ud = f(S): dS (3, 7, 11) 
检查 上 式 的 最 后 一 个 等 式 两 端 ,由 于 屿 非 任 意 而 必须 服从 对 称 条 侍 (d$3= 4 , 即 5 = 
57) ,因此 不 能 得 到 六 (5) ==a 的 结论 ,这 是 因为 F 8) 与 6 之 间 还 可 能 相差 一 个 任意 的 反 
对 称 二 阶 张 量 ! 而 只 能 得 出 它们 的 对 称 部 分 相等 的 结论 : 

FS HLF =atal, df/a8s FIFA = a ai 


名 例如 ,有 的 弹性 力学 教科 书 中 ,对 应 变 张 量 定 史 7 一 2 一 2 一 263 二 2583979] 一 2591 二 2513 来 化 状 6 个 
驻 应 变 分 量 el 1521 ,6231842 6 和 5a 。 
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若 规 定 广 ($) 为 对 称 二 阶 张 量 , 则 由 上 式 可 得 
FS) = atar)2, 9f/ass = fd (二 ar/ (9.7.12) 
还 有 一 种 机 法 是 :由 于 FS)= A(S$1) 只 能 是 8 的 6 个 独立 分 量 的 国教 ,或 者 是 具有 
下 列 形式 的 9 个 分 量 的 函数 ， 
(BSs + 5;)) (3, 7, 13) 


也 就 是 可 以 在 函数 fS,) 中 用 元 (Ss 十 S ) 代 普 所 有 的 5S; 的 结果 。 由 于 产 ($) 是 对 称 二 
阶 张 量 , 求 导数 时 必须 对 形式 如 (3.7, 13) 式 的 分 量 范 数 求 导 ， 


3.7.2 二 阶 张 量 的 不 变量 的 导数 


二 阶 张 量 的 主 不 变量 和 此 是 最 重要 的 二 阶 张 量 的 标量 函数 ,本 节 先 给 出 矩 的 导数 ,再 
由 和 扎 与 主 不 变量 的 关系 (2. 3. 10) 和 (3.5.32) 式 求 主 不 变量 的 导数 。 由 第 2 更 (2. 3,8) 式 ， 
& 阶 撼 的 表达 式 为 
四 一 tr 人 (3. 7, 14) 
法 照 张 量 的 标量 函数 之 有 限 微分 与 导数 关系 的 定义 式 
££ (TO = lim [A (T+AO— RADI= dF/D IC (3.7.15) 


可 以 给 出 df /dT 的 一 般 表达 式 。 存 求解 时 注意 到 以 下 芍 等 式 
trtA 二 B= A + B= tr(A} + tr(B) (3,7, 16) 
rh BO = A BC =t(B CA) = tC A.B) (3.7, 17) 
trt 有 .B=A:B’ =A':8B 
RT+hC) = tr(T+ AC): 
= trfTi4ACC: TOT COC TH Tm ,0+ oh)] 
二 tr (TO 十 各 (TEL C) 二 站) 


将 上 式 代 人 有 限 微 分 的 定义 式 
? ETO kT CGO = kTMYC, 一 ETEDTaC 
由 导数 的 定义 可 知 
df /dT = (TH) (3.7. 18) 

利用 上 由 , 民 ;, 贿 的 分 量 表达 式 直 接 求 时 也 可 以 得 到 上 式 , 求 导 时 注意 到 

aT) ins dT 上 了 i aT; _ a “ 

3T (0 和 3.7. 19) 
例如 

df /村 = 


第 3 亲本 量 丙 数 及 其 叶 数 


=2Tg'g, 一 2 了 


由 答 与 主 不 变量 的 关系 式 (2, 3, 10) ,将 主 丰 变量 视 作 二 阶 张 基 的 各 种 标量 函数 的 科 
积 之 和 ,考虑 到 (3.5.32) 式 ,将 (3.7.18) 式 代入 其 中 ,得 到 主 不 变量 的 导数 ,它们 的 实体 形 


式 与 分 量 形式 分 别 为 
(1) df/dT = dfi jdT =G 
2 二 襄 
2T 
(2) df /dT = Fd YR/T= LC T" 


Df pi 
3 一 有 上 


(3) dg,/dT = d| 训 PRA + | /dT 
= GI TETD 一 (号 G 一 三 二 了 57 
党 = 8ST + TT 
利用 第 2 章 所 给 的 Hamilton-Cayley 等 式 可 以 将 (3. 7, 22a) 式 进一步 表示 成 
df /dT = & (TT 
证 明 方 法 如 下 :二 了 醒 张 量 及 其 主 不 变量 满足 Hamilton-Cayley 等 式 
TST’+RT— AC=0 
设 丁 有 道 T :上 式 点 积 了 -后 移 项 得 
RG— THT: = fT 

将 上 式 代 人 (3. 7. 22a) 式 可 证 得 (3.7.22o) 式 ， 

63.7.22c) 式 还 可 以 利用 导数 通过 有 限 微 分 的 定义 式 得 到 ， 


天 人 TiC) = lim 二 [ACT+ AhC) -大 (人 ] = (ddm :TC 


上 式 中 
页 (TAGC)= det(T 十 AhC) = det[ 好 ， (区 十 开工。 Cj 


= det (AT) det (+77 C] 


(3, 7. 20a) 


(3.7. 20b} 


(3. 7. 21a) 


(3.7.21b) 


(3.7. 22a} 


(3. 7. 22b) 


{3,7, 22c) 


(3, 7, 23) 


(3.7.24) 


(3,7, 25) 


设 上 式 中 《一 TT =4, 它 显然 是 一 个 二 阶 张 量 ,仿照 第 2 章 中 二 阶 张 量 的 特征 


行列 式 A( 和 = 二 det( 妈 一 了 二 必 一 J 让 二 874 一 末 的 计算 方法 


i 


代入 前 式 , 得 到 
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所 CT+AC) = (detT) (( 2 一 并 (二 ) + 有) | 
= (detm(1 一 和 天 十 起 牙 一 在 由) 
lim A CO) 一 8(D] = detD) = FI TsO) 


=AIT dCs = RT) :CC (3. 7. 26) 
对 比 (3.7.25) 式 的 定义 , (3. 7. 22c) 式 再 次 得 证 。 事实 上 ,43 一 det (T.，) 对 于 其 中 某 一 
元 素 TY ,的 偏 导 数 应 当 是 行列 式 dett 了 T,;) 中 元 素 T* ,的 代数 余 于 式 ,而 每 个 元 素 的 代数 
余子 式 除 以 行列 式 det( TT.;) 就 是 逆 矩 阵 CLT,]"')" 中 相应 的 元 素 。 

附带 说 明 , 如 果 按 (3, 7, 26) 式 的 方法 由 有 限 微 分 与 导数 的 关系 推导 得 到 
Cdfi /dT) = 真人 TD 
再 按 (3, 7, 22a) 式 的 方法 由 主 不 变量 与 矩 的 关系 式 对 复合 的 标量 了 消 数 求 导 得 到 
(df dT) 一 (FG— ToT) 

然后 由 二 式 的 相等 ,就 可 以 从 另 一 途径 导出 Hamilton-Cayley 等 式 。 


3.7.3 二 阶 张 量 的 张 量 函 数 之 导数 


(3.5. 26) 式 给 出 二 阶 张 量 5 的 二 阶 张 量 函 数 互 =T(S) 对 于 增 量 C 的 有 限 微分 
T (SiC) 与 导数 T (9) 之 问 满 是 
了 (SIC) = 了 (3 (3.7.27) 
导数 了 (5) 是 一 个 唔 阶 张 量 ,更 求 其 分 量 表达 式 。 若 
T= Tg.g; 三 Teg'g! = Tog’ = Tg'g; 
号 ~ Sgig: = Sug'g’' = Sigig’ ~ Sig'g 


则 
T (9) = 守 一 F088 = Deg = 8 
gig = (3, 7. 28a) 
TC$) 的 分 量 为 
Ti 一 2 Ti = Be “一 各， Tn = 3 (3, 7. 28b) 


例 3.17 设 线 弹性 材料 的 应 变 能 密度 表达 式 为 
w= FLa fe ) + og ] 
式 中 fi ,分别 为 应 变 张 量 e 的 一 阶 与 二 阶 条 
求 (1) 利用 Green 公式 0= 外 求 应 力 张 量 与 应 变 张 量 的 关系 , 写 出 其 实体 表达 式 以 
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及 协 变 分 量 表达 式 ; 
(2) 求 切线 模 量 C= 了 , 写 山 其 并 和 表达 式 以 及 埠 变 分 量 Cuu 。 


所 
解 (1) rr -全 = 3 [2an 次 (a /de )++ 1] dp /时 ] =a0 fh GT at 了 二 a 让 G+ aeé 


ET = a ge’ i 二 atey (a) 
(2) 应 力 张 量 与 应 变 张 量 都 是 对 称 二 阶 张 量 ,应 当 利 用 应 变 张 量 的 对 称 性 ,将 (a) 式 
改写 为 对 称 的 形式 


sofG+ Sale te) 人) 
do AE 1 1 a, ，，， 
Co 8 8 十 六 4 和 8 + eB’8: )8 
1 
一 88 二 (8 
， 1 
= a gg 8 6: 十 可 4 (BB BB; 十 玉昌 让 和 褒 ，) 
1 
一 [ogg 十 可 GT (ER + gign) |g'g'g’g’ (ce 
1 
Caw = Ww gyi 一 FA lgag + gygin) 《d 
在 弹性 力学 教科 书 中 将 a ,at 记 作 ,ms, 称 为 Lame 参数 。 记 工 汶 四 阶 “ 等 同 张 量 ”， 
T= Fgagn + gign ggig'g’ te 


了 具有 Yoigt 对 称 性 入 如 下 的 性 质 ; 
(1) 设 5 为 任意 二 阶 炉 量 , 则 


1: 8= Sym5 = 5(5—S") (全 
式 中 SymgS 为 8 的 对 称 部 分 , 即 
lao" = (5, 二 Sx) (g) 
(2) IT:I=I 
将 5a) 式 写作 
ouGG—al)'e th) 
i= (apg gta Ti es, 
求 (h} 式 的 微分 


d= (4GG+aD:oe 
因此 
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C= dg/de = SYynianee taf) = CwGG ud 
即 (d) 式 ， 
式 中 Sym 表示 对 第 3,4 指标 进行 对 称 化 。 


习 题 


3.1 已 知 ;v 为 矢量 。 

求 :f=e"” 是 否 为 v 的 各 向 同性 函数 ,并 说 明理 由 。 

3.2 已 知 ;:T 为 二 阶 张 量 ， 

求 :下 列 函 数 是 否 为 了 各 疝 同性 标 基 范 数 ,并 说 明理 由 。 
(1) 在 某 一 特定 的 笛 卡 纯 泽 标 系 中 


3 


f= >》 2 (TY 


i=1 j=1 


(2) = 和 :了 
3.3 求证 , 再 = 了 " 是 二 阶 张 量 了 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函 数 。 
3.4 已 知 : 二 阶 张 量 了 。 
求 :下 列 张 量 函 数 是 否 为 了 的 各 向 同性 张 量 函数 ,并 说 明理 由 。 
《1) H=T 
(2) 有 H=T， 4 T(A 为 任意 二 阶 常 张 量 ) 
3.5 已 知 , 二 阶 张 量 工 的 张 基 函数 十 二 A ，T(A4 为 二 阶 常 张 基 )。 
求 : 4 满足 什么 条 件 时 ,五 是 了 的 各 向 同性 张 量 函 数 。 
3.6 已 知 : 二 阶 张 量 了 的 张 量 范 数 
H= G+ ThT: 
了 可 分 解 为 球形 张 量 P", 偏 斜 张 量 天 ,反对 称 张 量 自 - 即 
了 一 呈 十 六 +0 
求证 : 五 可 分 解 为 球形 张 量 P2” ,信任 张 有 量 D" ,反对 称 张 量 D2” , 即 
H= P+D"+A" 
其 中 


PFA 一 名 十 本 二 了 让 [C 一 2 G 


DY EDT +h {2PT, DPT): (DY): + 二 [GD —282]G 


0" = kOe[D’ A +A Dit+2P :0°] 
( 当 直 一 0 时 ,D" 与 D' 相似 , 即 不 但 可 同时 化 为 标准 型 , 且 分 量 成 比例 ,这 时 互 与 了 为 准 
线性 关系 ,也 就 是 说 下 可 表示 为 了 的 一 次 式 , 但 所 可 以 基 万 ,下 ,8 的 攻 数 ,这 种 情况 也 


和 
就 是 锰 性 力学 中 [ode 参数 相等 的 情况 。 若 试验 所 得 Lode 参数 不 等 , 则 不 能 表示 为 准 线 
性 关系 ,也 就 是 必须 使 刀 夭 0) 。 
3.7 设 反对 称 张 量 各 的 轴 方 向 为 mi ,在 正 交 标准 化 基 ei ,e; ,e; 中 
0 —y 9 
[N= ip 0 | 
0 0 0 


主 不 变量 为 4f=0, 月 = 色色 = 
已 知 : 张 晤 函数 
有 = 只 = G 十 冲 有 十 南 有 0 十 〈 设 级 数 收 伍 ) 
求证 ， 
Tcos — sin@ 0 
LR]= 区 cosg ， 
0 0 1 
R 是 正 交 张 量 ,其 主 不 变量 为 ft 宇 1 十 2cosg ,J2 二 1 十 2cosg, 83 一 1 


[l 0 0 0 一 1 0 
提示 : [0 (1)'g” 10 1 0 ， [OQ*" |]= 【一 1 ) "pt! | 中 ， 
ln 00 0 0 0 


3.8 求证 :前身 中 


| 加 
(1) R= 2=61 0 2sin (872) 


站 


(2) 0 =InR = srg RG) * [C2c0sg)G—R] 
(提示 :利用 (3.4 17) 式 ,并 注意 i 的 特征 根 为 
入 一 i, 想 二 一 ip, 芭 = 一 0; 有 R 的 特征 根 为 入 =e ,A 二 e "AR 一].) 
.9 已 知 ; 任 一 反对 称 二 阶 张 量 0D ,其 反 侦 矢 量 为 pei 。 
求证 : 0:+y =0 
3.10 已 知 ; 二 阶 反对 称 张 最 0 的 辖 方向 单位 矢量 为 8; ,与 6 为 反 侦 的 张 量 L( 定 义 
风 (2,5.30) 式 ) 为 
一 一 上 人 一 in 
p 


求证 ; 41) 天 一 外 太一 让 
(2) 3,8 题 中 让 又 可 写作 


R= G+sinpL + Zn pA 一 和 
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3,11 已 知 :矢量 V 的 标量 函 歼 Y% 一 色 , 用 定义 求 w《Y) 

3.12 已 知 , F(T) 一 gCT)y (TD, 其 中 工 为 二 阶 张 量 ,了 ,9, 风 均 为 标量 函数 。 

用 定义 求 FI) ,要 求 用 p(T) ,由 (T) 及 其 导数 表示 。 

3.13 已 知 ; 正 交 二 阶 张 量 Qt2)。 

求证 ; Q(1)， 六 (4) 关于 一 切 时 间 t 均 为 反对 称 二 阶 张 量 。 

3.14 已 知 ; YF 是 矢量 ,WVY) 和 UC(V}) 是 矢量 靖 数 ,pq 二 WIV) *， UW)。 

求 :pg (VY) ,此 求 用 WCV),U(Y) 及 其 导数 表示 。 

3, 15 求证 二 阶 张 最 了 的 各 向 同性 标量 函数 9%= 六 T) 的 导数 广 (T) 为 各 向 同性 二 
阶 张 量 冰 数 。 

3,16 求证 矢量 v 的 各 向 间 性 矢量 尊 数 泌 二 Flv ) 的 导数 下 (9 ) 为 各 向 同性 二 阶 张 
量 汕 数 。 


3.17 试用 直接 对 (2. 3， ta~ 必 式 求 导 的 方法 求 < 各 及 其 分 量 ， 
3.18 求 det(T") 的 导数 (了 为 二 阶 张 量 ) 。 
3.19 求 虹 CT 为 二 阶 张 量 了 的 转 置 张 量 )。 


3.20 求 此 S (CTr 为 二 阶 张 量 了 的 转 置 张 量 )， 


3.21 求 det{ 窟 一 T} 对 4 及 对 T 的 一 阶 ,二 阶 导 数 (T 为 二 阶 张 量 )， 
3.22 已 知 :矢量 v 的 标量 函数 g% 一 er ， 


dy 
求 ; (1) I 
(2) 如 是 否 为 各 向 同性 明 数 ,并 说 明理 由 。 
3. 23 已 知 , 线 强 性 材料 的 应 变 能 害 度 w(e ) 一 于 [co (入 )* 十 a1 (CR )]， 


求 : (1) 利用 格林 公式 g 一 4， 求 o 与 6 的 关系 ， 


《2) 弹性 常数 Cuu ,要 求 满足 Voigt 对 称 性 。 
3.24 已 知 ; 某 种 各 向 同性 非 线 性 材料 ,应 变 能 密度 为 


gle )= Fa Cf) a BE 
求 ; (1) o 与 6 的 关系 。 
(2) 切线 模 量 C= , 写 出 Cw 的 表达 式 ,要 求 满足 Voigt 对 称 性 ， 
3.25 已 知 , 某 种 高 分 子 材料 为 各 向 同性 材料 ,应 力 和 应 变 的 关系 可 简化 为 二 次 式 
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描述 ， 

求 ; (1) 写 出 材料 应 力 应 变 关系 的 张 量 表达 式 ,最 多 有 多 少 独立 的 弹性 常数 ， 

(2) 由 C=32 求 材料 的 切线 模 量 Cu ,利用 它 应 满足 Voigt 对 称 性 ,确定 有 多 少 独立 


的 弹性 常数 ， 
(3) 如 何 测量 这 些 弹 性 常数 ， 


3.26 已 知 ,应 力 偏重 5 一 o 一 1G, 等 效应 力 a 一 (39 0) 
求 ; do. /de (规定 do.。 /do 为 对 称 一 阶 偏 斜 张 量 )。 
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第 4 章 曲线 坐标 张 量 分 析 


本 章 研究 任意 曲线 坐标 系 中 张 量 ( 标 量 、 矢 量 、 任 意 阶 张 量 ) 及 其 分 量 随 空间 点 变化 的 


规律 。 
本 章 所 研究 的 对 象 与 前 一 章 有 以下 两 点 主要 区 别 ， 


(1) 在 脐 -…- 章 所 并 述 的 强 量 汕 数 中 ,函数 是 标量 .矢量 或 张 量 , 白 变 其 是 任意 矢量 或 


张 量 。 本 章 研 究 张 量 场 函 数 , 其 两 数 也 是 标量 ,矢量 或 任意 阶 张 其 ,但 自 变 量 是 域内 各 点 


的 所 和 从 r+, 而 r 是 随 域内 各 点 的 誉 慰安 化 的 ， 

定 久 张 量 场 函 数 若 堂 间 某 个 成 内 每 点 (秋季 
为 中 定义 有 同型 的 张 昌 

TOr) 一 Ti RR 

则 称 TCr) 为 在 该 域内 定义 的 张 量 场 函数 ， 

(2) 前 一 章 限 于 在 直线 坐标 系 中 讨论 问题 , 基 矢 
量 椒 随 点 的 位 置 变 化 而 变化 ;而 本 演 将 在 任意 曲线 举 
标 系 (图 4.1) 中 研究 问题 。 此 时 ,出 于 矢 径 + 不 是 仑 
标 居 ，z， 关 的 线性 冰 数 ,了 苏 变 基 秋 量 

dr 


Dr 


1 


图 4.1 须 线 坐标 系 


以 及 与 其 对 偶 的 道 变 基 估量 将 是 殖 点 变化 的 局 部 基 失 量 。 对 于 场 函 数 定义 域内 每 一 点 处 
定义 的 张 量 ,其 分 量 应 在 该 点 的 局 部 基 矢 量 上 就 地 分 解 ;从 而 ,即使 是 常 张 量 , 在 不 同 的 点 
对 当地 的 基 矢 最 分 解 .也 将 得 到 不 同 的 分 量 , 故 张 量 分 量 Ti 总 是 太 的 位 置 r(x ， 汉 ， 


) 的 岗 数 。 


定义” 张 量 场 函数 的 连续 ” 若 张 量 场 峭 数 了 的 分 其 工 避 i.1 必 x 记 ， 的 实 函 数 ， 


在 其 定义 域内 处 处 连续 , 则 称 该 紫 量 场 函 数 古 连续 函数 。 


定义 “Cr 阶 光 滑 的 张 量 场 函数 张 量 场 咀 数 了 的 分 量 了 54- 是 工 ，z， 安 的 实 函 
数 ,车 在 其 定义 域内 T(r 二， ) 关于 .x(t 二 1,2,3) N 次 连续 可 徽 , 则 称 了 是 关 


于 x 的 C* 阶 光滑 的 张 量 场 廿 数 。 


仅 满足 连续 性 的 张 量 场 昂 数 称 为 C” 阶 光滑 的 张 量 场 函 数 。 


第 4 章 曲线 兴 标 张 量 分 析 


4.1 基 矢 量 的 导数 ，Christoffel| 符号 


首先 给 出 曲线 坐标 系 中 基 矢 量 或 g* 与 稍 卡 儿 坐 标 系 x' (i 一 1,2,3) 中 基 矢 量 
(一世 ) 间 的 关系 ( 见 图 4. 1)。 设 曲线 举 标 x 与 稍 卡 儿 举 标 7x"( 一 .7.,) 间 的 函数 关系 为 
了 一 
或 Xx" = X(t) {4.1.1) 

根据 第 1 章 中 基 矢 时 的 转换 关系 ,曲线 举 标 系 中 的 基 矢 量 可 用 管 卡 儿 坐标 系 中 的 基 
矢量 ( 正 交 单位 先 量 ) 表 示 为 


pp 
B: 一 pf (4d, l, 2a) 
3 
g = 4. 1. 2b) 
dr 
因而 度量 张 量 的 表达 式 为 
Nz? re 
Bri = Bi" B= 2 2 (4, 1, 3a) 
drt ar! 
A (4. 1. 3b) 
此 3 J | 


注意 到 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 协 变 分 最 与 道 变 分 量 无 差别 , 即 指标 可 以 自由 升降 ,所 以 上 两 
式 及 本 章 今后 的 运算 式 中 ,对 笛 卡 多 举 标 ( 带 * 一 "者 ?同一 项 中 成 对 出 现 的 相同 指标 (如 
《4.1 3) 式 中 为 p) 均 表示 求 和 ， 

为 了 研究 欠 径 为 + 的 点 的 邻 域内 场 函 数 的 变化 规律 ， 首先 研究 该 点 邻 域 内 基 矢 量 的 
变化 , 即 基 矢 量 对 坐标 的 导数 。 


4.1.1 协 变 基 矢 量 的 导数 及 第 二 类 Christoffel 符号 


da. i 
因为 矢量 , 故 可 邻 


9g; 
3 


上 述 协 变 基 矢量 对 坐标 的 导数 对 协 变 基 的 分 解 式 中 ,系数 到 称 为 第 二 类 Christeffel 符 
号 。{4, 1.4) 式 共和 包括 9 式 , 每 式 右 端 有 三 硕 , 故 系数 三 共有 27 个。 
由 于 基 汞 量 本 身 巧 矢 径 对 于 坐标 的 导数 


= TB: (= 12,3) (4,1,4) 


在 按 照 1.6 入 所 述 ,和 最 是 指 不 随 伯 入 转 换 洒 改变 的 实体 ( 见 (1.6. 2) 式 ) ,这 里 的 ?上 是 随 举 标 击 改 变 的 ,为 简 
单 起 见 也 称 为 矢量 。 同 样 , 基 基 量 g, ,8g' 也 随 毕 标 转换 出 改变 。 
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和 ar ar _ og 
Dr rt drdr dri 【4. 1. 58) 
本 m= (4.1.5b) 


即 攻 对 于 ij 为 对 称 ,所 以 独立 的 三 共有 18 个 。 

容易 证 明 , 第 二 类 Christoffel 符号 不 是 张 量 的 分 量 。 注 意 到 若 在 某 一 坐标 系 中 ， 
一 个 张 量 的 所 有 分 量 均 为 零 , 则 在 任意 坐标 系 中 该 张 量 的 分 量 也 均 应 为 堆 。 但 
Christoffel 符号 却 不 具有 这 种 特性 .在 直线 坐标 系 中 ,& 保持 不 变 , 故 


=0 
而 在 曲线 坐标 系 中 

天 0 
显然 上 不 是 张 量 的 分 量 ， 


任意 曲线 坐标 系 的 Christoffel 符号 均 可 由 该 坐标 系 与 首 卡 儿 坐 标 系 间 的 函数 关系 
式 (4, 1, 1) 式 求 得 。 将 (4,1, 4) 式 点 蕊 gi, 得 


1 dg op 
I 一 5 g (4, 1, 6) 
上 式 也 可 以 作为 第 二 类 Christoffel 符号 的 定义 式 。 应 用 (4., 1.2a}) 式 对 x' 求 导 , 得 
ag, 2 3zt dx? ， 
2 3 (I ) Fiz 人 
将 上 式 及 (4. 1, 2b) 式 代 和 (4.1, 6) 式 ,并 注意 到 i,. 癌 = 训 ,可 求 得 
1 2 dr (4. 1.8) 


Da dr? 
4.1.2 第 一 类 Christoffel 符号 
若 将 协 变 基 矢 量 8, 对 坐标 的 导数 名 对 渤 变 基 分 解 , 则 C4. 1. 4) 式 成 为 


dg; 


3 一 gug’ 
[Fe 
定义 上 式 中 的 系数 为 第 一 类 Christoffel 符号 , 记 作 
L's, — Bul Ls (4d, 1, 9) 
它 相当 于 将 第 二 类 Christoffel 符号 的 第 三 个 指标 下 降 得 到 。 故 
8 Tg (4. 1. 10) 
本 并 
r= (4. 1.11) 
0 


上 两 式 可 作为 第 一 类 Christaffel 符号 的 定义 式 。 


第 4 章 曲线 树 标 张 量 分 析 
第 一 类 Christoffel 符 导 也 可 以 秋 用 曲线 举 标 与 征 卡 儿 举 标的 关系 求 得 。 将 (4, 1. 3a) 
及 4. 1. 8) 式 代 人 (4.1.9) 式 ,并 注意 到 07 32 一 各 ,得 
人 和 
1 
xz 和 (4.1, 12) 
rr drigr 
显然 ,全 ,关于 指标 i,i 亦 对 称 , 即 
Fy 一 Di (4, 1.13) 
还 可 以 用 度量 张 量 协 变 分 量 g; 对 坐标 的 导数 表示 第 一 类 Christoffel 符号 Pis。 先 
由 (1,3a} 式 及 (4,1.12) 式 得 
9gi; _ Fx dr | dx? Oxe | 
Pt Tes ta (4. 1. 14) 
由 上 式 及 (4.1.13) 式 可 得 
2 一 TDi, 十 L'a,; 《4， 1, li4a) 
dx - l . 
各 一 T's, 十 Ta, 
两 式 相 加 ,再 减 去 (4.1, 14) 式 ,得 
~ 1 /8 | OB U8y 
若 不 借助 于 笛 卡 多 坐 标 芝 ,上 式 也 可 以 这 样 证 明 :度量 张 量 协 变 分 量 的 导数 为 
8 9(8, " &:) 981 a os ag, 
3 
将 届 . 1 11) 式 化 入 上 式 , 得 
dag», ,8 
Eg 8; Ar: 一 
将 土 式 中 ;与 7 互 换 , 并 应 用 (4.1. 13) 式 ,得 
dg ， 区 沁 一 
Dr oo a bs. 
将 上 两 式 相 如 ,得 
1 f9gs , 9g; ; ,dB ， dg, 
PT, ， = 了 [党 -et ral (4.1 16) 
由 (4.1.,5a) 式 可 知 , 上 式 中 
1 ,98. dB i, OB 8 OR, 


入 ER + 8; dr! 一 8 a 8 A dr 
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代入 (4 1.16) 式 , 则 (4, 1.15) 式 得 证 。 


也 可 以 将 第 二 类 Christoffel 符号 用 度量 张 量 来 表 沙 。 将 以 .1.9) 式 映 边 江 后 ,应 用 


jgi 二 部, 得 
Ls 一 有 Ds 
将 (4 1 15) 式 代 人 上 式 , 得 到 


WW 


_1 bs dg <] 
2 dr 他 Dr 


4.1.3” 逆 变 基 矢量 的 导数 
逆 变 基 矢 量 是 根据 对 偶 条 件 出 协 变 基 矢 量 派生 的 , 即 


8g*g,= 六 
上 式 对 xz! 求 蛙 , 并 应 用 第 .类 Christotffel 符号 的 定义 (4, 1. 6) 式 ,得 
98 Os pn 
7 Br D,, 


‘4, 1.17) 


{4.1.18) 


上 式 左边 是 道 变 基 矢量 对 坐标 导数 的 协 变 分 量 , 它 等 于 负 的 第 二 类 Christoffel 符号 。 由 


此 求 得 


3 pi 
Dr: Dig 


4.14 vg 对 坐标 的 导数 ,的 计算 公式 
以 二 个 基 矢 量 为 楼 边 构 成 平行 六 面体 的 体积 是 


YE = BB |]= (BX ga) eg 
它 对 于 坐标 的 导数 第 
VE 138 dg: 38; 
了 二 [ 守 闪 8 ) 十 (8 和 XX 汪 ) Bi: 7 (Bl Xb) Ir 


= {ge XEgi)* tg X TD) ‘(XB Lig 
= {Tg X go) gst (gy KX THR) ty CB) x Ba) Tgs 
= [Cg xg p= Tivye 


1 avg 并 ln YB) 1 a(ng) 
VE a dr 2 am 


从 而 T=T = 


4.1.5 坐标 转换 时 Christoffel 符号 的 转换 公式 


‘4, 1， 19) 


《4.1.20) 


{4.1,21) 


(4. 1. 22) 


当 些 标 z' 转 摸 为 2 时 ,第 二 类 Christoffe] 符号 转换 为 只 ,根据 (4. 1 6) 式 及 基 矢 量 


转换 公式 得 
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.8 3 fA 了 了 drr 98s x NY dx 
i, { 9 A | Ox | 和 虽 j 5 
Ds Car 噶 才 pd 小 dr 8 | ri 1 dr 了 a 
a 人 d 了 人 
a 1 9 dT 一 9 -Bp BAT (041.23) 


9rdr’ * Dr dr dr dr Or Dr 把 


其 中 ,By ,认为 坐标 转移 系数 。 因 为 对 于 一 般 曲线 坐标 27 不 为 零 ,所 以 由 上 式 可 
见 ,不 服从 张 芋 分 量 的 转换 关系 ,出 Fy 不 是 张 有 分量。 只 有 在 直线 坐标 系 中 ,新 老 和 从 
后 之 加 的 关 系 是 统 村 关系 ,2 ==0,T 和 与 [之 切 才 满 足 类 似 于 张 量 分 量 的 转换 关 


系 。 但 在 直线 坐标 系 中 


与 (4. 1,23) 式 相 类 似 地 还 有 
pArat + oe 2 (4. 1.24) 


Dri! dr 


4.2” 张 量 场 函 数 对 矢 径 的 导数 、 梯 度 


以 下 的 研究 方法 适用 于 三 维 空间 中 任意 阶 (z 阶 ) 张 量 场 哨 数 , 即 
T= Tr) 《4.2. 1a) 
上 其 并 矢 表 达 式 为 
Tr = 了 和 加 (4,2.1b) 
式 中 ,无 论 分 量 或 是 基 关 量 都 是 矢 径 r( 从 而 也 是 空间 曲线 坐标 r ) 的 函数 。 为 研究 其 随 
点 变化 的 规律 , 需 研 究 # 阶 张 量 工 对 矢 径 y 的 导数 ， 在 以 下 副 究 中 , 均 根 定 场 函 数 了 对 从 
标 x 的 偏 导数 存在 连续 。 


4.2.1 有 限 微分 .导数 与 微分 
定义 ” 张 量 场 冰 数 Ttr) 对 于 的 增 量 # 的 有 限 微 分 为 
T ir) = lim [T+ ey) 一 下 站 (4. 2.2) 


订 以 证 明 , 有 限 微 分 对 于 矢 径 的 增 量 # 是 线性 的 , 帮 记 作 
Tray = Tira . (4, 2, 3) 


趟 中 工 (7) 一 民 称 为 n 阶 此 量 场 隐 数 了 (7) 对 矢 径 的 导数 ,根据 商 规则 , 它 是 n+1 阶 
张 症 ， 
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应 注意 到 ,和 前 一 章 不 同 , 杰 章 所 毅 述 的 是 张 景 场 攻 数 , 自 变 攻 是 矢 径 >,r 是 曲 线 坐 
标 2 一 1 2 3) 的 函数 


r= r(x7') (4.2.4) 
从 而 张 重 场 函 数 ( 张 量 的 分 量 与 茜 矢 喇 ) 世 是 坐标 的 丽 数 ,但 是 坐标 x' 并 非 和 拓 径 + 的 分 量 。 
而 前 一 章 中 自 变 量 则 是 线 量 ., 基 矢量 (或 基线 展 ) 是 常量 ,函数 分 量 依赖 于 自 变量 { 张 量 ) 的 
分 昌 而 变化 。 

在 任 一 曲线 坐标 系 x' 中 , 矢 径 + 的 增 基 4 可 以 对 该 点 处 的 基 矢 量 分 解 为 

= 二 昌 ， (4, 2.5) 
为 了 进一步 求 得 在 该 坐标 系 中 场 函 数 对 矢 径 的 导数 T(r) 的 各 个 分 量 ,首先 研究 当 增 量 
为 基 矢 量 和 时 , 场 函 数 Ttr) 的 有 限 微分 


T(r;g,} = [TC -hg;} — TOr)) (4. 2.8) 
如 图 4 示人 有 寺 全 有 相当 于 定义 声 帮 


点 由 已 和 关 径 站 移 至 坐标 线 x' 在 该 处 切线 上 的 点 卫 ” 
{失色 r) 


"=r+hg; 
认 它 所 对 应 的 场 钞 数 TCr) 实际 上 通过 (4. 2. 4) 式 而 
成 为 坐标 x'(!=1,2,3) 的 复合 函数 ， 
T= Tx)) 
向 顾客 元 函数 人 往 导数 的 定义 


弛 -lim 工 -TUr(z 十 司 D) 一 rzD)] (= 1,2,3) (4.2.7) 
人 pf 


上 式 中 i 既 非 自由 指标 ,也 非 唾 指标 , 仅 表 示 TT 是 x' ,x ,x 的 函数 ,i 是 对 其 求 偏 导 数 的 
那个 确定 的 坐标 的 指标 ,i 二 :1,2,3 分 别 对 应 三 个 式 子 。 矢 径 rm) 变化 至 说 二 r(x 十 
全), 相 当 于 图 4,2 小 定义 函数 的 点 由 了 沿 举 标 线 x' 移 至 PP 上 成 。 对比 (4.2. 6) 式 与 
(4.2.7) 式 ,注意 到 由 于 疡 点 Taylor 级 数 

reir + HD) 二 下 ) + jh + olh) = Fr) hg, + oh) 


故 矢 径 与 的 闪 吧 只 着 一 个 商 了 下 ,因而 法 二 点 外 西数 公关 别 也 是 一 个 了 
无 穷 小 量 , 则 (4. 2. 6) 式 与 人 4. 2. 7) 式 右 端 极 眼 必 相等 , 即 


T(rigi) = 5 (4, 2.8) 


dr 


根据 有 限 微 分 对 于 增 量 为 线性 船 性 质 及 (4, 2.5) 式 4.2.8) 式 
Tirn) = T (rugi) = uw 区- (学 


0 
图 4.2 场 丙 数 定义 域 中 笑 径 的 变化 
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对 比 下 式 与 (4. 2. 3) 式 ,由 于 增 量 是 任 给 的 , 故 
eg 


dr Ar! 
由 有 限 微分 与 导数 的 定义 (4,2.2) 式 ,(4,2.3) 式 知 
Tirtaha) 一 TOP = TO) ,hu + olh) 
如 果 令 
dr = hu 
则 (4. 2. 10) 式 的 主 部 称 为 张 量 场 函 数 的 微分 , 记 作 dT, 它 与 导数 间 满 足 
dT = Tr} dr 


4.2.2 梯度 
将 场 函 数 对 矢 答 的 导数 定义 为 场 消 数 的 右 梯度 , 记 作 


TY=T() 


dT = (TY )， dr 
(4.2.12) 式 中 引入 了 Hamilton 微分 算 子 Y 


则 04, 2. 11) 式 可 写作 


OV= Sg', V0-g 
同样 地 还 可 以 定义 张 量 场 了 的 左 梯 度 . 
VT 一 此 于 
并 有 
dT = dr (VD) 


(4, 2,9) 


(4.2.10) 


(4.2,11) 


{4.2, 12) 


{4.2.13} 


(4,2. 14) 


(4. 2. 15) 


(4. 2. 16) 


根据 商法 则 ,n 阶 张 量 场 的 右 梯 度 与 左 梯度 都 是 (x 十 1) 阶 张 量 。 但 一 般 来 说 TY 


与 YT 是 不 同 的 张 量 。 只 是 对 于 标量 ( 零 阶 张 量 ) 场 滑 数 w, 才 有 

gv—Ve (4. 2. 17a) 

此 时 梯度 是 沿 着 9 的 等 值 面 的 法 线 方向 的 矢量 。 

对 于 和 天 量 ( 一 阶 张 基 ) 场 函数 了 ,其 梯度 是 二 阶 张 

量 场 .日 

FVY= (YVR)! (4,2,17b) 

例 4.1 已 知 , 一 个 曲面 可 以 用 二 维 标量 场 

函数 AKCz'， zz)(zlzED) 袁 示 , 其 中 产 表 示 曲 
面 上 每 一 点 到 基准 平面 的 高 度 ( 见 图 4.3)。 

求 :在 曲面 上 过 曲面 工 某 一 点 4 ， a ) 的 


图 4.3 曲面 的 射 率 
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入 , 料 率 最 大 的 方向 以 及 对 应 的 该 点 处 最 大 俩 率 ， 
dh_ 县， ah 

ds “ar nd ? 
. = (dre CVA) ,ee 

起 中 dr= dr’'g, 


VA 2 


任 一 线 元 的 斜率 |、 


解 


所 率 最 大 的 方向 为 平行 于 梯度 失 最 Vi 一 g’? 归 | ， ，， ,的 方向 ,最 大 钳 率 为 1 


例 4.2 物体 中 线 元 AB 可 以 用 矢 和 经 的 微分 dr 考 示 ， 当 物 体 发 生变 形 时 ,物体 中 各 点 
右 位 移 场 wtrCri, 让 ,x )). 设 六 点 坐标 为 (x x ， ,是 点 坐标 为 C(x! 十 dri， 让 十 
dx 让 十 dz)。 求 4B 两 点 的 位 称 差 du。 

解 du = du qu 


da .1 | ie + | 
=dr* (Va = (nu )}) + dr 


4.3 张 量 分 量 对 坐标 的 协 变 导数 


上 节 已 阐明 阶 比 量 场 函数 对 矢 径 的 导数 (梯度 ) 是 2 一 1 阶 的 张 量 场 ,本 节 将 给 贞 其 
分 量 表达 式 。 由 (4.2.9) 式 , 张 量 场 国 数 对 括 从 的 导数 为 


Tter) T9 = 8 (4.3.1) 


fdr dr dr g 


在 将 阶 张 量 世 了 对 学 标 x' 求 导 时 ,应 注意 公 
T= Tiypgig,* ge {4, 3.2) 
式 中 张 量 分 量 T4 与 基线 量 8,8,…g'8' 都 是 坐标 :的 函数 ,因此 :的 表达 式 中 ,不 仅 


包含 分 量 对 坐标 的 偏 导数 ,还 应 包含 基 张 量 对 坐标 的 偏 导 数 。 
从 本 节 以 下 的 分 析 中 ,读音 将 会 理解 张 量 场 函 数 梯度 的 分 量 不 是 该 张 量 分 量 对 坐标 
的 普通 偏 导数 ,而 是 对 坐标 的 另 一 种 导数 , 即 所 谓 协 变 蛙 数 ， 


4.3.1 矢量 场 函 数 的 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 


矢量 场 函数 F(r) 在 曲线 坐标 系 中 对 协 变 基 矢 量 的 分 解 式 为 
F= Fg; 
它 对 坐标 的 偏 导数 是 
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ht 3 0 = 1,2,3) 
ar Ax 本 x 
利用 第 二 类 Christotfel 符 导 的 定义 (4. 1. ee 并 则 换 一 次 哑 指 标 , 上 式 可 写 帮 
二 -FI 一 (一 人 (4. 3,3) 
.dr 
上 i 式 中 记 
2 
Pn C4. 3.4) 
利和 


称 为 失 量 五 的 逆 灾 分 星 所 对 坐标 二 的 协 变 导数 。 朱 县 分 量 的 协 灾 导 数 分 为 摧 部 分 ,第 
一 部 分 是 该 分 车 对 坐标 的 普通 仿 导数 ,i 记 作 
-过 


第 二 部 分 所 了 则 友 映 Pe 的 变化 , 它 用 三 项 构成 ( 哑 指 标 mm = 1,2,3)。 
即 ,在 曲线 坐标 系 中 分 量 FF 对 坐标 x! 的 协 变 导数 不 仅 与 该 分 量 有 关 , 还 与 另 两 个 分 量 有 
关 。 只 有 在 直线 坐标 系 中 


r=0 
此 时 协 塞 学 数 与 普通 偏 导 数 的 兰 别 才 消 失 ，; 
By, 
若 特 矢量 场 函 数 Flr) 在 曲线 坐标 系 中 对 道 变 基 矢 量 分 解 
F= Fg 
注意 刘 逆 变 基 天 量 对 坐标 的 时 数 (4. 1. 19), 上 式 对 坐 水 的 导数 应 为 
8 
上 式 中 记 
二 2 Fr (i, j= 1,2,3) (4.3.7) 


称 为 矢量 下 的 协 变 分 量 已 对 淮 标 x!' 的 协 变异 数 。 而 式 中 第 一 部 分 为 矢量 下 的 协 变 分 
晤 FF, 对 坐标 的 普通 仿 导 数 , 记 作 
HDF, 


F;, = aF, = {is 7 = 1,2,3) (4.3.8) 


以 后 ,在 记忆 协 变 导数 的 定义 式 (4, 3,4),《4.3.7) 式 肥 , 应 注意 有 Christoffel 符号 的 第 二 
项 中 唾 指标 mx 一 上 一 下 ,而 自由 指标 与 其 他 项 在 同一 水 平 上 ,和 辣 时 还 应 注意 第 二 项 的 
符号 。 

可 以 证 明 , 辣 一 个 天 量 的 协 变 与 道 变 分 量 的 协 变 蛙 数 之 间 仍 满足 指标 升降 关系 。 由 
(4. 3.3) 式 
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入 RE — Pugag’ 一 (4. 3,9) 
将 上 式 与 (4.3,6) 式 比较 
PF = gaF (4, 3, 10) 
人 而 失 司 的 道 变 分 量 与 浴 变 分 景 之 间 本 应 满足 指标 升降 关系 
Fi; = (ga ), 
比较 上 式 与 (4.3. 10) 式 , 知 
【8 有 一 了 一 (4.3,. 11) 


上 式 意 味 着 度量 张 量 分 量 在 求 协 变 导 数 的 运算 中 ,可 以 没有 变化 地 移出 (人 ) 协 变 导 数 的 
运算 括 叶 之 外 (内 )。 


{4,3. 9) 式 中 3 不 具有 对 部 标的 不 变 铂 ,但 它 与 基 矢 量 的 并 矢 、 即 (4. 2. 12) 式 、 


{4.2. 15) 式 所 表示 的 失 量 场 画 数 的 右 梯 度 与 左 梯度 ,都 是 二 阶 张 重 ,具有 对 于 坐标 的 不 变 
性 ,其 并 和 所 展开 式 为 


FY = 了 一 Pg8 = Figg (4. 3, 128) 
VF=g 守 = Pg'g: = Fp’g’ (4, 3, 12b) 

引信 符号 Yi( )=( ) ,作为 表示 张 量 分 量 协 变 导 数 的 另 一 种 符号 ,上 式 可 记 作 
VF 一 8 六 VPigg = Vgig (4. 3. 126) 


在 (4. 3. 12c) 式 中 哑 措 标 在 分 量 中 出 现 的 先后 次 序 与 对 应 的 基 矢 量 先后 次 序 相同 ,7 
为 第 1,i 为 第 2 指标 了 。 因 此 ,矢量 分 量 的 协 变 导 数 是 二 阶 张 量 ( 矢 量 的 梯度 ) 的 分 量 ; 或 
者 说 , 求 协 变 导 数 的 运算 其 一 种 张 量 运算 ,这 一 点 还 可 以 从 和 汞 量 分 量 的 协 变 导 数 满足 二 
阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 来 证 明 , 证 明 方 法 如 下 , 当 坐 标 由 转换 为 过 时 ,矢量 分 量 
天 转换 为 F' , 即 


天 对 坐标 坊 的 普通 偏 导数 为 


dx 9 fax: oF ,dr dx 
i )= :a 
dr dr ( dr 下 入 大 十 下 dridr’ dr 


对 于 一 般 的 由 线 坐 标 系 ,上 式 中 第 二 项 不 为 零 , 故 矢量 分 量 的 普通 偏 导 数 Fi 不 是 二 
阶 张 量 的 分 量 。 只 有 在 直线 坐标 系 中 , Fv 才 服从 类 似 于 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 


(4.3.13) 


于 ji 也 可 筷 措 , 则 ;成 为 第 1, 成 为 第 2 指标， 
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(4.3,13) 式 的 第 二 项 可 以 计算 如 下 ;由 (4,1,24) 式 


A gx EE 
I, 一 站 TD 了 十 可 dr 
， ， ax 7 _ mr A az 人 
将 上 式 乘 以 5 一 及 :对 k=1,2,3 求 和 ,并 移 机 ,注意 刘 - 3 3 rg 
2 gr BBITY = PIT — Pr! Tr 
dr dar 
将 上 式 代 回 (4.3. 13) 式 ,得 


Fy =FBI BY FRA TS — FBSBLBY Te 
=F,Bi B+ PAPAITS — FP Thy 
将 上 式 移 项 ,得 
Fr +F TY = BPPF, + PT) 
回忆 协 变 导 数 的 定义 (4. 3. 4) 式 ,上 式 可 进一步 写作 
F, = BRB}F', (4, 3. 14) 
这 样 ,就 进一步 证 明了 矢量 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 是 二 阶 张 量 的 分 量 ， 从 而 进一步 证 
明了 梯度 FY 和 WF 都 是 二 阶 张 量 ， 
协 变 导 数 的 指标 既然 都 是 张 量 指标 ,就 可 以 用 度量 张 量 进行 升降 指标 ,(4. 3. 12) 式 可 
写作 


FVY=PFge = = Fga,= Fg'g, (4, 3, 15) 
VF= VF'igg, = VY Feg = VFige = VF gg (4. 3. 16) 
于 式 中 ER (或 YE .FY (或 9 和) 分 别称 为 矢量 的 道 变 分 莉 严 与 协 变 分 量 下 的 道 变 导 
数 。 它 们 是 由 协 变 导 数 升 指标 得 到 的 ， 
Fi VIF giF 一 pA Yk (4. 3. 17a) 
Fo = ViF, = gip,, = pi YF, (4.3.17b) 
例 4.3 证 明 撩 径 > 的 梯度 就 是 度量 张 量 C， 
矢 径 + 及 其 分 量 都 是 坐标 x 的 函数 ， 
FE = ri{triyg lr’) 


而 根据 基 矢 量 及 协 变 导 数 的 定义 
名 二 元 = mg; 
又 因 
8; = $8 
故 
r= 


根据 梯度 的 定义 
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rY = Tg! = niga! = ga! = (4, 3., 18) 
如 x 


曙 一 种 更 吉 接 证 明 (4. 3,18}) 式 的 方法 外 是 由 (2,13) 式 、{4,2, 1 的 式 或 由 例 4.2, 改 
恋 下 的 合 义 , 令 #= 一 Fr: 则 有 
dr = drs CVr) = CrY ye dr 


只 有 度量 张 量 扎 与 任意 矢量 dr 的 点 积 仍 为 dr 自身 ,因此 
Vr=r y=G 


4.3.2” 张 量 场 函数 的 分 量 对 坐标 的 协 变 导数 


以 三 阶 张 量 I 为 例 , 在 任意 曲线 坐标 系 中 其 并 拓 表 达 式 为 
T-— TigRE: = Tig gg (4,3.19) 
将 张 量 声 苯 数 了 对 坐标 居 求 时 时 ,注意 到 分 员 与 基 矢 量 都 是 过 的 区 数 ,利用 (4.1.4) 
式 与 (4.1, 19) 式 ,得 刘 


9 了 
了 = 和 -88 ) 
-7 
下 
了 TY 本 
em Ty + TT — Dn Dy gigig! {4, 3, 20a) 


在 导出 最 后 一 个 等 式 时 ,从 第 二 项 起 逐 项 更 换 了 呼 指标 ,例如 ,在 第 二 项 中 ,将 旺 指 标 mm 
更 换 为 i ，, 哑 指 标 i 更 换 为 mx 。 和 定义 张 基 工 的 分 量 7 对 坐标 的 协 变 导数 为 


mr， - EE i 


二 Tl + TD — Te Ds (4.3, 21) 


上 式 中 后 面 三 项 反映 op -个 其 和 估量 对 坐标 的 导数 ,每 一 项 都 由 张 量 分 
量 与 第 二 类 Christoffel 符号 的 乘积 构成 ,确定 其 指标 的 规则 如 下 : 

(1) 张 量 的 分 量 指标 i, ;, 上 按 项 依次 用 是 指标 mm 取代 ,如 果 被 取代 的 是 协 变 指标 ， 
则 该 项 变 为 抽 号 ,如 被 取代 的 是 着 变 竺 标 , 则 该 项 不 需 变 号 。 

(2) 每 项 中 Christoffel 符号 的 指标 是 先 写 与 张 量 分 量 的 三 指标 ww 成 对 出 现 的 田 一 
个 嘱 指 标 严 〈 如 张 景 分 旦 的 王 指 标 是 上 标 , 则 Christofiel 符号 的 是 指标 是 下 标 ;或 反之 )， 
而 级 两 个 指标 是 自由 指标 ,一 是 被 哄 带 标 x 取代 的 那个 指标 (7 或 上 )， 另 一 个 是 所 求 导 
的 坐标 的 指标 ! ,其 上 下 位 置 的 确定 应 符合 自由 指标 的 规则 ， 

(4. 3, 19) 式 中 三 阶 张 量 其 他 形式 分 量 的 协 变 导 数 可 以 按照 上 上述 规则 写 出 ,例如 ， 


总 ”春明 线 玲 标 中 舌 径 了 布 是 矢量 , 提 共 微分 dr 是 失 暴 ， 因 为 算 二 可 的 运算 涉及 微分 ( 郧 (4.2.14) 武 ) ,所 以 对 了 
的 公式 全 ,2 13) ,44.2,16} 志 可 用 于 。 
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.上 dT 让 性 | 
Tt = TTY TA, Ti (4. 3. 22) 
I 
于 是 , (4.3. 204) 式 中 的 了 又 可 以 表示 为 
六 = Tg gg Tg (4. 3. 20b) 
由 (4.3.1) 式 定义 的 张 量 场 耳 数 的 梯度 
y= Se = Ti ggg ~ lB gg 一 (4. 3. 23) 
或 者 
VI g Tg BBE: — VT BRB = 人 (4, 3, 24) 
上 式 显 示 # 阶 张 最 的 各 种 分 量 的 漆 变 导数 是 该 张 晤 的 梯 订 tn 十 ] 阶 张 量 ) 的 各 种 分 量 , 瑟 
们 之 间 应 满足 指标 升降 关系 : 
了 
或 者 写成 
(gg Ti) = 全 (4. 3, 25) 
上 式 再 一 次 说 明度 量 张 量 分 量 在 求 协 变 导 数 的 运算 中 ,可 以 没有 变化 地 移出 (人 ) 协 变 时 
数 的 运算 括号 之 外 (内 ) 。 


让 (4. 3.23),(4.3.24) 两 式 可 知 : 对 于 一 个 任意 阶 张 量 场 了 ,TY 与 VT 一 般 不 是 简单 
地 互 为 转 置 的 关系 ,而 是 两 个 不 同 的 张 量 。 矢 量 坟 函 数 天 可 以 看 成 是 一 阶 张 量 场 函数 ， 
内 在 此 时 ,FY 与 VF 开 为 转 置 。 对 于 标量 场 函数 9,99 一 Vy ,此 时 9 对 坐标 的 普通 偏 导 
数 与 协 变 导 数 的 差别 也 就 消失 了。 

如 矢量 一 样 ,在 任意 曲线 坐标 系 中 , 张 基 分 量 的 普通 偏 导数 不 是 张 量 的 分 是 ,只 有 其 
协 变 导数 才 满 足 张 量 分 量 的 坐标 转换 规则 。 在 直线 坐标 系 中 ,Christoffel 符号 恒 为 零 , 普 
通 偏 导数 与 协 变 导 数 的 基 旭 消失 了 ， 可 以 经 常 利 用 这 个 性 质 ,在 直线 坐标 系 中 推导 张 量 
场 方 程 .然后 根据 张 量 场 方程 对 于 坐标 的 不 变性 , 扎 普 递 偏 导数 换 作协 变 导 数 ,直接 写 出 
曲线 坐标 系 中 张 量 分 量 满足 的 方程 式 。 


4.3.3” 协 变 导 数 的 一 些 性 质 
1， 度量 张 量 G 的 任何 分 十 ( 除 变 , 道 变 , 混 变 } 的 协 变 导 数 己 为 堆 (Ricei 引 理 )。 


vgs =0, OO, Vat=) (4. 3. 28) 
F 式 可 以 用 以 下 一 种 方法 证 明 。 
证 (1) 在 Euciidean 空间 中 ,可 完 选 样 第 卡 儿 坐标 系 , 此 时 
0 了 二 


Ei 一 ceonst 一 


11 j=k 
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旅 

Vigi = gl? 一 goT2 =0 (4. 3, 26a) 
而 Y .gn 是 三 阶 张 量 VG 的 分 量 ,既然 YG 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 为 零 。 则 在 Euclidean 空间 其 
他 任何 坐标 系 中 均 为 零 。 


(2) 在 Euclidean 室 间 中 , 取 笛 卡 儿 坐标 奈 基 矢量 到 眉 法 , 则 
GE 8 = gg’ = Bg Bik 
=ti + bi 
在 空间 的 每 一 个 点 ,选择 不 同 的 坐标 系 ,上 度量 张 量 避 的 分 量 可 能 改变 ,但 张 量 实 体 是 不 守 
的 。 商 在 笛 卡 儿 堂 标 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 受 基 矢 和 量 , 从 而 张 莉 实 体 殷 均 不 随 空间 各 点 
的 位 置 ( 即 坐 标 值 ) 而 变化 ,为 常 张 量 ,对 于 任意 矢 径 "的 增 量 dr,G 的 增 量 均 为 零 , 则 由 
{4.2,16) 式 , 即 
d6=d (YG)=0 
由 于 是 dr 任意 的 , 故 梯度 VG 是 零 张 量 , 即 
VCG=0 
而 在 任意 曲线 坐标 系 中 ,度量 张 量 G 的 梯度 的 并 矢 式 为 
VG = Vigag BB — 由 站 党 请 证 一 WE 各 
堆 张 量 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 均 应 为 零 , 故 
VB 一 一 0 
(3) 若 所 研究 的 问题 在 非 Euclidean 空间 (如 二 维 河 题 中 的 球面 ), 则 不 能 适用 全 空间 
内 sn 为 常量 的 笛 卡 儿 系 ,而 对 于 任意 曲线 坐标 系 , 由 (4.1.9) 式 及 (4.1.14a) 式 得 


Vigi = 经 — BT — Em Tw 


0 
= Bt TO -T=0 


. dr 
同 理 可 得 
yy 时时 
96: 一 eT, Hr oT Tri-0 


由 此 可 见 , 在 曲线 坐标 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 不 是 常数 ,其 普通 偏 导数 不 为 零 , 但 其 协 变 导 
数 为 堆 。 换 言 之 ,不 管 对 于 Euclidean 空间 还 是 非 Euclidean 空间 ,度量 张 量 G 的 梯度 WG 
恒 为 誉 ,G 作为 张 量 实体 总 是 不 随 空 间 点 的 位 置 变化 而 改变 ， 这 个 性 质 说 明了 对 于 求 协 
变异 数 的 运算 ,度量 张 量 的 分 量 能 如 常数 一 样 无 变化 地 称 人 (省 )? 协 变 导 数 运算 括号 内 
(外 ) 的 原因 ， 
2.， 置换 张 量 上 的 分 量 的 协 变 导 煞 恒 为 零 。 
Ye =0, Ye 一 (4.3.27) 
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上 式 对 于 Euclidean 空间 与 非 fuclidean 空间 可 分 别 证 明 如 下 。 

证 《1) 在 Eucidean 空间 中 ,可 取 笛 卡 儿 尝 标 系 ,此 时 上 二 0 或 十 1, 散 YA” ”=0, 又 
央 9x” 是 张 量 Ve 的 分 量 ,所 以 对 于 任意 坐标 系 Y x”=0。 

(2) 对 于 非 Euclidean 空间 


oe 
A 


Ve—g 2 = gi (ogigg,) 
ar 
|， 昌 ,, 
=8 77(Lg 8’ 8 J8i8;8) 
村 
of [28 gi pt] [gi 28 gr | fg pg' 8 
-es{([Be's |s Selt [ss’ 55 ])e: ss8.+ 


zr x 


om 


Ls 8’ 8*] (588, Bs + 8 E+) 省 ]| 
一 入 1 人 [一 了 8 有人 一 [本 Thg"g )— [ge gi g" |)g8;g: 十 
[g 8’ 8° (lg, B; Br + Tg: Bm Bet LAB EB; Bn)} 
=g {CC—Th pg" g'ig']— Tg 8" 8 ]— Ih[g 8 8 8 8; Bi 
([g" gi g: Th + [Le' sg" 8g IT + [Lg g’ g” J 88 8:} 
=0 . 
3. 对 张 量 分 量 缩 并 与 求 协 变 导 数 的 次 序 可 以 调 驴 (Leibnitz 法 则 )。 
以 三 阶 张 量 的 分 量 Ti 为 例 ,其 协 变 导数 
VT T+ TAT + TaD, — TH TE 
是 四 阶 张 量 的 分 量 ,然后 将 其 世上 指标 进行 一 次 缩 并 ,得 到 
VTH =0TH, + Di; + TT — Ta, I 
= Ti+ THT + TT — Ti Th = dT + TT 
若 颠 倒 运 算 次 序 , 将 T%, 的 措 标 i,k 先进 行 一 次 缩 并 ,得 到 一 阶 张 量 ( 矢 量 ) 的 分 量 
六 一 Ti ,然后 对 D! 求 协 变 导数 ,得 到 
TDi: = dTH; + PTT, 
故 两 种 先后 次 序 的 运算 得 到 相同 的 结果 , 即 
YTH = YD 
4， 淋 个 张 量 分 量 乘积 的 协 变 导数 服从 函数 乘积 的 普通 偏 导数 的 运算 规则 。 例 如 , 设 
4 为 三 阶 张 最 ,有 为 二 和 阶 张 量 ; 
VAT BE,) 一 (AD)BL + AS(YV .B's) (4, 3. 28a) 
或 (CANBY) = (CAN) B!, + A CB ), (4. 3. 28b) 


上 式 的 证 明 方法 如 下 。 设 
Co, = AiBS, {4. 3. 29a) 
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此 式 的 抽象 记 法 为 
(4. 3. 29b) 


A 
I 
= 


则 . 
YC, = Cs Ci Ds, 4 Ci DS — CH, Th + Ce, Th — CU, TE 
而 

VAD, = AD ASDS, 二 AT ~ A TY 

VB', = Bi,, + Be, Th, — Pi, Ts, 
利用 (4. 3. 298) 式 和 上 三 式 , 则 (4. 3. 28) 式 得 证 。 也 可 用 另 一 种 证 明 方 法 ,将 抽象 记 法 的 
(4.3. 29b) 式 对 x 求 偏 导 数 , 然 后 利用 C4. 3. 20b) 式 , 取 分 量 形式 即 为 (4. 3, 28) 式 ， 

但 应 特别 注意 ,由 (4, 3. 28) 式 与 (4. 3. 29b) 式 决 不 能 导致 
VAB) = (VA)B + A(VB) 

上 式 对 于 任意 阶 张 量 丰 ,B 不 能 成 立 ， 这 是 因为 上 式 的 两 端 , 即 


左 端 二 VY(48)=g AB) ~ g' SSB+g 4 EE 


右 端 一 (VA)B 二 A(VB) = g' AB 十 Ag' 2 


一 般 说 来 并 不 相等 。 只 有 当 为 标量 Fp,B 为 失 量 wv 时, 才 有 


Vigo) = (Vo vt pV } (4. 3. 30) 
还 可 以 相应 地 证 遇 
同样 地 
VA BAAVA: Bi+A: (VB) 
因为 上 式 中 
左 谢 二 VY (4:，B) = 8 了 二 (4， B= 4 下 十 8 .区 
5 有 


石 端 =(V4) :B+A* {VB)=p 2 和 ,+4， 8 3 < 


一 般 说 来 二 者 也 是 不 相等 的 。 促 当 沾 ,有 分 别 为 关 量 we 时 , 才 有 


IY 
dr 


Vw) gu 0) "Vg 
] (4, 3. 32) 
二 Dg og (VA) + OCVo) :a 
dr DT 


当 太 为 二 阶 张 最 T.B 为 矢量 w 时 ,有 
Tr ,vir 
ViTv) =g 和 Vy)=F VtgT Fy 


di 
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，( ， 中 入 T 
一 vo VD vi Vo :oT 
《这 £7 (4., 3.33) 
一 (8 了) .vt+ [Tr (vr)] 


4.4 张 量 场 函 数 的 散 度 与 旋 度 


对 于 阶 数 等 于 或 高 十 1 阶 的 张 量 场 函 数 , 可 以 定义 张 量 场 的 散 度 和 旋 度 。 
说 仔 意 阶 张 量 场 函数 的 并 矢 式 为 

T= Tipgig upp: = Tog Bg = C4, 4,1) 
定义 全 的 散 度 为 


aT » Ti ti 7 ” 
一 一 时 一 i Bb; "8 5 " & 
da 和 ‘4 .0) 


= TB Bi 


TeV 


Y 了 8 守 人 (C4, 3 
= Tag gg 
亚 然 , 张 量 场 函数 工 的 散 度 是 一 个 比 工 低 一 阶 的 张 量 场 , 且 ~… 般 涪 来 
T. Vv.T 
例如 ,对 于 二 阶 张 量 场 函 数 8 


$ .y= 


dr 


“8 = Sg, 
VS— pI Vg, 


当 呈 为 二 阶 对 称 张 量 场 国 数 时 ,由 于 


Si 一 站 
此 时 
5,V=V:5 
对 于 矢量 场 函 数 下 ,其 散 度 记 作 
dvp= FV- eg, (4. 4. 38) 
也 时 以 写作 
dvF= VF= VF C4. 4. 3b) 
显然 .对 于 矢量 场 卫 


dyF= FV=YF (4.4. 3c) 
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利用 (4, 1, 22) 式 ,可 以 得 到 计算 diyF 的 公式 


divF =¥,F' = Ep"T I, 


oF ,pe 1 ok 1 oi) (4. 4.4) 
A VE dz” yg ax™ 
利用 上 式 和 下 文 4.5 节 中 关于 (4. 5.2) 式 的 几何 解释 0, 可 以 进一步 说 明 散 度 divF 的 物 
理 意义 :着 玉 是 流体 的 速度 场 , 则 散 度 divF 就 是 每 单位 体积 流出 的 流量 (每 单位 时 间 ;， 
div(pF) 为 每 单位 体积 流出 的 质量 (p 为 流体 的 质量 密度 )。 
在 直线 坐标 系 中 , 张 贡 分 量 的 协 变 导数 等 于 普通 偏 导 数 , 此 时 


了 .YY 一 人 《生生 5a) 
VY. T= 9T gg (4,4. 5b) 
定义 任意 阶 张 量 莪 活 数 全 的 施 度 
VxXT--g'x 去 一 gg XVT gg ge ) 
= (VT gg "gg “(4, 4, 6a) 
或 者 
aT k 1 ， 
TXY=I xX8 = 本 
= TH gp Be (4. 4, 6b) 
上 两 式 也 可 以 分 别 写作 
VxT= .VT) (4.4.7a) 
TxV= (TY): (C4. 4. 7b) 
对 于 矢量 场 商 数 FF, 其 旋 度 
curlF -VF VP exe = YFg 
| | 县 ? 用 3 
-一 |Y， VY Ys,| (Cd, 4,8) 
yE pF F, hb, 
上 式 可 以 进一步 简化 如 下 


FV P= OP FAT) = 0; FAT 
由 于 心 美 于 指标 i,j 反对 称 ,TY 关于 指标 i,j 对 称 , 故 上 式 中 第 二 项 应 为 零 , 则 


Bl BB: RB 
curlF = a,F ,gs -元 | 9 Bd, 3 (4.4,9》 
sp, FF 


由 将 (5 式 中 必 二 1 肛 冰 改 为 Fr = 了 P= 了 FF 


第 4 剖 曲线 峙 标 张 量 分 析 


此 外 ,还 可 以 定义 Laplace 算 子 


VIT YY.VT 一 外 “ 疗 (8 二 于 = 时， 8 VT “BBR BiB) 
IT BB BB = 8” VV TB Bg 
=—V" vo ros. ‘BeB’ = pg ToS Bb; gk (4.4,10) 
式 中 
VV TES = (Tek, = Ths {4, 4.11) 
称 为 张 量 分 量 六 5 的 二 阶 协 变 导数 ， 
4.5 积分 定理 


4.5.1 预备 知识 


1. 若 用 矢量 da 来 表示 封闭 曲面 a 的 面 素 ,| de| 等 于 该 面 素 的 面积 ,而 da 的 方向 为 

面 素 的 外 法 线 方 向 , 则 沿 此 封闭 曲面 da 的 积分 
为 零 ， 

baa -0 (4.5.1) 


上 式 可 以 这 样 证 明 ; 任 取 一 个 平面 如 图 4. 4 所 示 ， 
其 法 线 方 向 的 单位 矢量 为 友 , 面 案 da 在 平面 上 的 
投影 为 上 ， da, 显然 ,此 投影 说 整个 封闭 曲面 的 总 


和 (代数 和 ) 应 为 堆 , 即 
四 qo 0 图 4.4 封闭 曲面 的 面 元 矢量 
好 一 


而 上 是 常 矢量 , 故 
Pr da =k: fa- - 
由 于 无 的 任意 性 , 则 (4. 5, 1) 式 得 证 
2 Fge)= ge = | (4. 5.2) 
上 式 可 以 这 样 证 明 : 应 用 (4, 1,19) 汇 及 (4. 起 得 
be) =5 -8 g +E ;= ke’ — YET 
a ob 1 


日 如 
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(4.5.2) 式 的 几何 意义 可 解释 如 下 :考虑 一 表面 为 Aa 的 曲面 微 元 体 Av,Aa 由 距离 分 
别 为 dzx' 的 三 对 举 标 曲面 构成 ,如 图 4.5 所 示 , 将 左 侧面 
的 大 小 方位 用 矢量 das 表示 ,dex 的 方向 沿 左 侧面 的 外 
法 线 , 而 大 小 正比 于 堪 侧 面 面 各 ,同样 用 das 表示 右 侧 
面 , 则 由 (1. 2. 17) 式 可 得 

dax =— gudx’ X Bde’ =— vgg' dr dr’ 


da =| vee 十 pg! dz jdrdr 


多 出 
图 4.5 曲面 微 元 体 类 似 地 可 写 出 da , day ,dag ,das ;故此 曲面 微 元 体 的 面 
和 5.2) 式 的 诺 端 。 


3 de= | 去 gg + (hg’) 二 VB ) dx dr dx 
: {4.5.3) 
二 二 (gg’ ydr dr dr’ 
府 (4.5. 1) 式 已 证 明 洁 da =0, 于 是 得 到 (#5,2) 式 ,该 式 的 几何 意义 实质 十 与 (4. 5. 1) 式 
是 相同 的 , 即 封闭 区 起 的 面积 失 最 之 和 为 零 。 
也 可 以 这 样 理解 (4, 5. 1) 式 与 (4.5.2) 式 的 物理 意义 , 设 一 个 表面 为 a 的 封闭 容 涡 受 
均 名 分布 的 内 压强 力 , 则 该 容器 所 受 的 力 的 主 矢 量 必 为 零 , 故 
bpd =0 
消去 非 零 常 数 训 后 得 (4.5.1) 式 。 若 此 容器 的 表面 出 三 对 距离 分 别 为 dr (i 二 1,2,3) 的 
坐标 曲面 构成 , 则 
p>, da = 二 必 
消去 因子 pdxi dx dr’ 后 得 (4. 5.2) 式 。 
4.5.2 Green 变换 公式 
Green 变换 公式 给 出 了 张 量 函 数 的 体积 分 与 封闭 域 的 面积 分 的 变换 公式 ， 
若 在 二 维 空间 的 体 域 zn 上 定义 有 阶 张 量 场 出 数 p 
(2 为 仔 意 正 整 数 或 寄 ) , 体 域 的 外 表面 为 4, 若 dv 为 体 域 
上 的 微 单元 体积 ,da 为 徽 单 区 表面积 矢量 ( 见 图 4.6), 则 
| dv -aoy {4.5.4) 


Green 变换 公式 的 证 明 方 法 如 下 :以 碟 数 坐标 曲面 图 4.6 封闭 曲面 = 所 包 国 
分 割 体 域 m 将 " 分割 为 两 类 体积 微 元 ,一 类 似 如 图 4.5 的 三 维 空间 域 > 
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所 示 的 "完整 "体积 元 Ar, 其 表面 为 ae( 即 完全 由 三 对 党 标 曲 面 所 包围 的 体积 元 ); 另 一 类 
是 在 三 维 体 域 边界 处 如 图 4. 7 所 示 的 各 种 “残缺 "体积 元 Am ,其 表面 为 Aa;( 即 由 几 个 华 
标 曲 面 和 边界 曲面 包围 的 体积 元 )。 根 据 体积 域 积分 的 定义 ,C4, 5. 4) 式 的 左 端 为 


| dovp= linD) | dvvy (4.5.53) 
下 


(a) 地 
4.7 表面 为 Aa 的 "残缺 "体积 微 元 Am 


而 对 于 每 个 “完整 ”的 体积 微 元 ,可 证 明 
| ove= 中 day (4. 5. 5b) 


By 


这 是 由 于 当 hv 趋 于 无 限 小 时 ,有 
| uv = dvvy = Vgdr dridr'g (3 


利用 证 明 (4. 5. 3? 式 相 类 似 的 方法 可 证 
dm 一 | P+ Fg Pp dr! ja dzz ~— vgg! Pun dri dr 十 


- 可 ， 
[Veg’ Pin— IVE8 | dz | dr 一 vg: Pdridr 十 


[vag’ i 十 Fr Vee VP )dz ari de’ — Vey’ Pn dr' dz’ 


= gg'p dr dedz’ -| 2 ?0W&8 ) p+ es'? 29 az dz di 
上 式 中 惠风 分 别 为 张 量 场 函数 p 在 坐标 而 de dacs ydac 上 的 值 。 而 由 
4. 5.2) 式 ,上 式 中 的 第 一 项 为 零 ,第 二 项 就 是 | dg ， 故 (4. 5. 5b) 式 得 证 。 将 
《4.5.5b) 式 对 所 有 "完整 "体积 元 取 和 ,得 
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习 |uve- 5 dap (4. 5. 5c) 


BY 


将 上 式 取 极 限 , 按 照 (4. 5. 5a) 式 ,其 左 端 项 就 是 (4. 5. 1) 式 的 诺 端 项 ,比较 (4. 5. 4) 式 与 
《4, 5. 5c) 式 的 右 端 项 ,需要 证 明 


banp = lmD jdap (4.5.5d) 
出 于 相 仓 二 个 体积 元 的 公共 表面 具有 方向 相反 的 面积 矢量 ,(4. 5. 5c) 式 右 端 》， diag 


是 没 接 近 于 体 域 表面 a 的 由 无 数 坐 标 面 构 成 的 曲面 2Aa 的 积分 ,图 4.8 所 示意 为 该 域 的 
一 个 剖面 。 观 察 图 4.8 中 任 一 个 如 图 4. 7 所 示 “ 残 缺 " 体 积 微 元 Aw ,以 图 4. 7(a) 为 例 , 与 
它 相 邻 的 有 三 个 “完整 体积 微 元 Av,Aw 与 二 个 “完整 * 
体积 徽 元 的 界面 面 元 矢量 分 别 为 de ,dao ,dacs ,其 正 
方向 指向 Am 外 , 即 " 域 内 ,如 图 4.7(a) 所 示 ,Am 的 另 
一 个 表面 为 体 域 的 边界 面 答 元 da, 其 正方 向 指向 域 w 
外 ,a 和 的 表面 Aai 由 deoy dao daw 与 da 构成 。 

可 以 证 明 , 若 坐标 曲面 间 的 中 离 为 Ai 的 量 级 , 则 每 


图 4.8 边界 为 a 的 体 域 w 划分 


一 个 滞 Aal 的 积分 (以 图 4. 74a) 下 那 种 "残缺 ?体积 元 为 本 一 
为 “完整 > 体积 微 元 As 
同 量 级 的 量 ， 
¢ dap =dac, ot da Be da ot dap 
2 


=da [P+ OAD + daw Lei OD + da Lyi OAD | + dag 


=dac, OC(AD + dds OCAD + da OAD = OU AD:) (4 4. 5e) 
因此 , 若 令 A1->0, 则 (4.5. 5e) 式 右 端 趋 于 零 , 故 
de =— da 及 个 一 dg Pe:— di P63 (4. 5, 5f) 


考虑 到 此 处 "完整 体积 微 元 Av 的 面 元 矢量 与 “残缺 "体积 徽 元 Av 的 面 元 矢量 在 界面 好 
方向 相反 , 沾 界 面 两 侧 的 积分 盖 一 个 符号 ,可 见 当 Al 赵 近 于 零 时 , 沿 " 完 整 "体积 微 元 Av 
外 表面 (坐标 面 ) 的 积分 就 等 于 洛 域 外 表面 da 的 积分 ,于 是 (4, 5. 5d) 式 得 证 。 由 (4.5. 5a， 
c, 山 三 式 ，(4. 5.4) 式 得 证 。 

同 理 还 可 证 得 , 当 9 的 阶 数 为 任意 正 整 数 或 零 时 ,有 


[dp v= da (4. 5.6) 


当 g 的 阶 数 为 任意 正 整数 时 ,有 
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joy， p= ya， ‘0 (4.5.7) 
[ae v -je da (4. 5.8) 
jvxe -faux (4. 5.9) 
[aexv- fe (4.5. 10) 


可 以 将 以 上 濡 式 表示 为 分 量 式 ， 但 仅 在 直线 坐标 系 中 ， 基 矢 量 是 不 变 的 ,分 量 表示 式 

才 有 意义 。 例 如 , 设 ? 是 三 阶 张 量 , 则 

P= PBBig 

Vp= Vpg BBiB 

Vp= Vpugig 

VXP= VP gg 

da = (danigr = Cda}mg’: = da 
上 式 中 da 是 面积 元 矢量 da 的 协 变 分 量 。 则 上 述 (4.5. 4) 式 ,《4. 5.7) 式 ,(4.5.9) 式 的 分 
量 形式 分 别 为 (注意 到 在 直线 坐标 系 中 ,VY ,二 31) 


| dvd pu = | da 人 (4,5,4a) 
| da pis =| de ¢4, 5.7a} 
| dwt Pu 一 be darpi (4. 5. 98a) 


4.5.3 ”Stokes 变换 公式 


Stokes 变换 公式 给 出 了 张 量 场 耳 数 面积 分 与 它 沿 曲面 闭合 周 界 的 线 积分 的 变换 公 

式 。 若 在 开口 曲面 a 上 定义 有 n 阶 张 量 场 函数 (mn 为 任意 正 整数 ) ,曲面 的 周 界 为 f,df 是 

徽 单元 周 界线 矢量 , 它 的 正方 坷 与 面 元 矢量 da 的 正方 向 符合 右手 螺旋 规则 ,如 图 4.9 
未 。 则 

ju- xm ba 9 (4.5.11) 


[ex da =— 和 ,dj (4. 5. 12) 


土 式 的 证 明 方 法 如 下 :将 a 分 成 很 多 微小 二 角 片 单元 如 图 4. 10 所 示 ,三 角 片 的 第 一 
边 为 4 ,第 三 边 为 岂 , 第 二 边 为 由 一 必 , 此 三 好 构成 了 三 角 片 的 周 界 Af。 三 边 的 中 点 分 


3 人 


别 为 (1》,(3),(2)。 由 于 三 负片 很 小 , 故 对 于 每 个 三 角 片 ,积分 
baf 让 FP =ds 时 旭 必 十 【出 — ds) 和 gO— dt ™ Pi 
a 
1 1 1 
=ds: (9+3 vp)t dd ， [p+ :99 -dt (9+3dt* vo) 
= 二 df， (ds yp) 一 4， (dt + Vp) 


=3 (dsdt) : Vp— 5 (dtds) :Ve=0: ve 


其 中 为 二 阶 反对 称 张 量 ,表示 为 


N= 3 (dsdt — drds) 


由 / 
图 4.9 六合 向 线 /上 所 张 的 开口 曲面 a 到 4,10 ”曲面 分 割 为 微小 三 角 片 单元 


根据 第 2 章 C2,5.29) 式 ,对 于 二 阶 反对 称 张 量 引入 反 侦 矢量 w , 即 


__ len__l _ 
Wy 二 >6:0 = ne: Cdsdt dtds) 


-~ Ids Xd dx ds) = 一 到 (ds x dt) = 一 


而 由 (2, 5. 30) 式 


=—€*wW=€: da =—W to da'é€ 


代 园 前 式 , 并 利用 (4. 4. 7a) 式 , 刚 
和 af =0:vp= dare: Vp— da' (VXp) = | da (Xp) 


af Ma 
下 述 等 式 两 边 对 所 有 微 单元 求 和 ,就 证 明了 (4. 5. 11} 式 , 同 理 可 证 (4. 5. 12) 式 中 。 
在 直线 坐标 系 中 ,(4. 5. 11) 式 可 以 表达 为 分 量 形式 。 若 9 是 三 阶 张 量 
p= PigiBig': df = df'ig: = dfig' 


由 见习 题 4.18 
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则 

J vo = dsp 《4. 5, 11a) 

区 ide， fe a (4. 5. 12a) 


例 4.4 利用 散 度 的 物理 意义 建立 流体 力学 中 的 连续 性 方程。 设 流体 的 密度 为 p, 束 
度 为 p ,图 4.5 所 示 曲 面 微 元 体 所 包围 的 流体 徽 团 应 满足 质量 守恒 定律 。 单 位 时 间 流 出 


该 微 苑 体 的 流体 质量 为 divcpv )dr dr dz ,流体 质量 的 变化 率 为 de dr dr ,根据 质 
量 守 恒定 律 : 


+ div(pv } —0 


运用 积分 定理 可 以 推导 连续 介质 力学 中 的 许多 张 量 方程 。 例 如 ,可 运用 Green 公式 
推导 运动 方程 (并 矢 形 式 )。 
” 例 4.5 释 形 体 中 某 点 法 线 为 于 的 截面 上 的 应 力 矢量 与 该 点 的 应 力 张 量 5 之 间 的 
关系 满足 Cauchy 公式 ， 


P(N =o*n 
在 所 研究 的 物 仁 内 任 取 -一 体积 域 4, 其 表面 为 a, 作 用 于 单位 质量 的 体积 为 为 六 ,加速 
度 为 w, 密 度 为 p, 则 运动 方程 为 (注意 到 jda=-: da) 


| 。 iat eld -ou 
EC 59) 直 将 | ， to 变换 为 ve ， V ,考虑 到 。 为 任 取 , 得 到 运动 方程 为 


CE V4pf = 0w 
上 式 的 分 量 形 式 为 
| + Pf; 一 
例 4.6 流体 运动 的 旋 意 巴 一 词 也 V Xv 构成 一 个 欠 


各 所 (6 为 从 节 所 ) 放 度 的 切线 方向 相让 
为 涡 线 , 一 东 油 线 构成 涡 管 。 如 图 4. 11 所 示 。 
求证 沿 同 … 涡 管 的 每 个 截面 的 涡 通 量 保持 不 变 。 。 图 4 1 满 管 中 渴 通 量 保持 不 变 
证 明 ; 由 Green 公式 ,有 


baa.o =—||ie.otl do +| ua -uv.a -0 
2 a HD). LB 
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因为 J 电 一 中 所 | da. "= ， 二 


在 证 明 上 式 时 ， 用 到 了 在 Eualidean 空间 中 全。 w=VY (VY Xv)=0 

例 4.7 求证 对 于 保守 力 矢量 场 下 ,必定 存在 势 甸 数 9, 使 了 二 vg 

证 明 , 按 照 保守 力 场 的 定义 ,质点 在 下 力作 用 下 运动 时 ， 1 
力 所 敌 的 功 只 与 质点 的 起 点 4 与 终点 旦 位置 有 关 , 与 质点 运 A 
动 的 路 径 无 关 。 如 图 4. 12 示 , 济 过 4,B 点 的 任意 闭合 回路 a 
.请 [7 


4 

| 图 4. 这 质点 在 保守 为 

由 Siokes 公 起 ,在 这 个 力 场 中 ,有 场 中 运动 
ja， (VXF) = Pa F=0 


由 于 路 径 是 任 取 的 ， 所 以 在 这 个 力 场 中 ， 处 处 有 
vxrF=0 


ba F=0 


所 以 , 力 场 正 是 无 旋 的 。 
进一步 可 证 明 , 对 于 无 旋 场 下 ,必定 存在 势 函 数 9, 使 二 Vg。 证 明 如 下 ;利用 

(4.4.7a) 式 与 (4,3.7) 式 , 风 

VxXF=VFg = orgs=0 

AF, = k=1,2,3 
即 对 应 有 . 
oF dF =0, dodo0, JhaF,=0 

这 是 Fdzxi 存在 全 微分 的 条 件 。 在 单 连通 域内 ,存在 单 值 的 ,使 

dg = Fidx = Sbde', F. = 各 ， 


， 疗 , 
下 一 下 用 一 js = Vg 


4.6 ” Riemann-Christoffe| 张 量 (曲率 张 量 ) 


4.6.1 Euclidean 空间 与 Riemann 空间 


Euclidean 空间 是 指 Euclidean 几何 学 能 够 成 立 的 空间 。Euclidean 几何 学 是 建立 在 
一 些 公理 的 基础 上 的 ,这 些 公理 如 ;两 点 之 间 只 能 连 一 根 直线 ;由 平行 公理 导出 的 三 角形 
三 内 角 之 和 等 于 180" 等 等 。 山 如 ,平面 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 如 果 将 平面 进行 弯曲 ， 
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弯曲 过 程 中 仍 保持 平面 上 的 线段 长 度 不 变 , 于 是 ,平面 变换 成 了 可 展 曲 面 ,如 圆柱 面 .圆锥 
面 ; 这 种 变换 称 为 等 距 变 换 。 等 距 变 换 后 的 二 维 空间 仍旧 保持 了 平面 的 内 在 性 质 ， 
Euclidean 几何 学 仍 能 适用 ,这 类 空间 称 为 Euclidean 空间 。 与 平面 不 同 , 像 球面 这 样 的 二 
维 室 间 中 Euclidean 几何 学 不 能 适用 ,平面 也 无 法 通过 等 中 变换 变 为 球面 ;所 以 ,球面 不 
是 二 维 的 Euclidean 空间 。 

一 维 的 Euclidean 空间 玉 是 一 根 实数 直线 ,5 个 互相 正 变 的 一 维 Euclidean 空间 构成 
#7 维 Euclidean 空间 于 ”所 以 半 维 Euclidean 空间 的 每 个 点 可 以 与 由 个 独立 的 有 序 的 实 
变数 zi 一 1,2,…yn) 建 立 一 一 对 应 的 关系 ( 称 为 坐标 )， 对 于 Euclidean 空间 ,必定 存在 
一 个 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 所 以 Euclidean 空间 也 称 为 笛 卡 儿 空间 (Cartesian 
spaee) ,其 他 的 坐标 系 与 此 得 卡 儿 坐标 系 满 足 一 一 对 应 的 坐标 转换 关系 。 在 Euclidean 空 
间 中 可 以 定义 两 个 矢量 的 点 积 ， 

Uo = Hy = go 
两 点 之 间 的 距离 用 连接 两 点 的 矢量 的 模 定 义 ，: 
[ui = wu = wy = Boyd 

两 点 之 间 的 基 离 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 忆 是 标量 。g; 称 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 ,gy 对 应 
的 二 阶 张 量 实体 G=gsg'g! 是 常 张 量 ,但 一 般 g; 是 随 点 变化 的 。 只 有 在 全 空间 采用 直线 
坐标 系 时 ,在 空间 每 个 点 处 gy = const。 

第 二 类 Christoffel 符号 中共 27 个 ,但 因 对 站 7 对称, 独立 的 上 共有 18 个 ,由 (4. 1. 18) 
式 , 它 们 可 以 由 度量 张 量 及 其 对 坐标 的 导数 求 得 ， 


] dgs OF; dgy 
中 = 和 (人 18) 


通常 ,在 曲线 坐标 系 中 Is 关 0, 只 有 采用 直线 坐标 系 时 ,由 于 在 空间 每 个 点 处 gj 二 const， 
则 根据 C4. 4.18) 式 , 码 二 0。 可 以 证 明 , 这 两 个 条 件 互 为 必要 充分 条 件 , 即 着 已 知 1 二 0， 
由 于 在 任何 空间 V ,gx 三 0, 故 根据 (4. 3.26a) 式 ,gs,; 三 0, 则 g 三 const。 笛 卡 儿 坐标 系 是 
直线 坐标 系 的 一 个 特例 ,此 时 gi 一 高 。 对 于 Euciidean 空间 ,存在 着 适用 于 全 空间 的 管 
卡 儿 坐标 系 ,使 g; 尘 const, 即 TT* 二 0。 

从 4 维 Euclidean 空间 中 取出 一 个 子 空间 ,例如 从 三 维 Euclidean 空 闻 中 取出 一 个 二 
维 曲面 。 在 除 柱 面 . 锥 面 外 的 一 般 曲面 上 ,Euslidean 几何 学 一 般 不 能 适用 ,例如 球面 上 三 
龟 形 三 内 角 之 和 大 于 180°; 在 地 球 表面 ,南北 极 之 间 可 通过 无 数 的 大 圆 ,等 等 。 工程 实际 
中 ,有 许多 非 Euclidean 空间 的 问题 需要 研究 ,例如 薄 过 结构 分 析 , 进 行 复杂 曲面 的 机 械 
加 工时 加 工 方法 的 设计 等 。 

Riemann 仿照 Euclidean 几何 的 方式 在 曲面 上 建立 了 Riemann 几何 学 。 将 曲面 看 成 
是 三 维 Euclidean 空间 的 子 空 间 , 曲面 上 的 点 可 以 用 三 维 Euclidean 空间 中 的 坐标 
(2 ) 的 参数 方程 表达 为 
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T= rt) 71= 1,2,3 
E“(a=1,2) 的 选择 应 使 x (i 二 ],2,3) 为 &"(9 二 1,2) 的 单 值 湖 数 。 则 面 上 每 个 点 可 应 用 
基数 ta 二 1.2) 表 示 ; (1, ) 称 为 Gauss 坐 环 。 
如 图 4. 13 示 曲 面 上 一 点 PE 处 有 切 平面 五 ,曲面 上 过 点 呈 的 任意 曲线 的 切线 
都 在 切 平面 内 ， 从 点 PE 8 出 发 , 沿 曲 曾 有 无 限 小 位 移 译 咏 点 时 ,Gauss 坐标 变 为 
《十 三，PQ 之 间 的 线 元 为 4, 它 与 它 在 切 平 面 卫 上 的 投影 矢量 dp 之 间 的 
差别 只 是 一 个 店 阶 匹 穿 小 量 。 曲 面 上 相 邹 两 点 PE 与 QQ 十 由 1 和 十 卜 引 之 间 
的 距离 可 以 用 其 切 平 面 上 相 这 的 微小 矢量 归 定 义 ， 
ds = |dprdp| C4,6,.1) 


图 4.13 一 维 Kiemann 空间 


如 果 度 量 曲 面 上 相 邻 两 点 之 间 的 距离 时 , 勾 股 定理 仍 能 成 裕 , 即 
ds = amd$ "dé? (4. 6.2) 
式 中 中 是 与 坐标 尤 关 的 标量 ,ss 是 -- 个 正定 的 二 次 型 , 称 为 曲面 的 第 一 基本 型 系数 。 对 
于 这 种 距离 的 平方 由 由 -… 个 正定 二 次 型 决定 的 空间 .定义 为 Riemann 空间 。Euclidean 
空间 本 身 也 是 一 种 特 折 的 Riemann 空间 。 
可 将 上 述 关 于 二 维 Riemann 空间 的 定义 推广 到 高 维 ,对 于 一 个 mm 维 的 Riemann 空 


间 ,必定 有 一 个 1 一 了 Cn 十 1 维 的 Euclidean 空间 包容 它 ,使 mx 维 的 Riemann 空间 是 
棋 入 1 维 Euclidean 空间 的 一 个 子 空间 。 例 如 三 维 Riemann 空间 是 六 维 Euclidean 空间 
的 子 空间 ， 

在 Riemann 空间 中 ,…… 般 来 说 找 不 到 一 个 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ( 即 其 麻 量 
张 量 gj 不 一 定 能 通过 一 种 线性 变换 变 为 ger 二 const ,除非 该 Riemann 空间 是 Fuelidean 
空间 ), 凤 找 不 到 一 个 坐标 系 使 了 三 0。 平 面 是 二 维 的 Fuclidean 空间 ,任意 二 维 的 页 展 曲 
面 ( 锥 面 , 柱 面 等 ;都 是 二 维 的 Euclidean 空间 ;而 球 庙 则 是 二 维 的 Riemann 空间 。 


4.6.2 ”Euclidean 空间 应 满足 的 条 件 
Euclidean 空间 与 Riemann 空间 都 存在 着 度量 线 量 ,它们 的 区 章 是 Riemann- 
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Christoffel 张 基 是 否 为 零下 面 将 对 此 给予 证 明 。 

给 定 一 组 曲线 坐标 系 ,从 而 得 到 它 的 度量 张 量 gi 及 全 部 ( 共 18 个 )I5 ,向 在 什么 条 
件 下 可 以 找到 一 组 新 坐标 系 y ,使 在 全 部 空间 满足 [三 0。 普 然 此 条 件 就 是 保证 该 
Riemann 空间 为 Euclidean 空间 的 条 件 。 根 据 (4. 1. 23) 式 给 出 的 Christoffel 符号 的 坐标 
转换 关系 


,dr ay dr? ar dy re ox aa ps yay 
dy ay’ x dy ay dz Mo (a 9y" yr 站 
(4. 1.23) 
y 一 yy) 或 x — xi(y) (4.8.3) 
使 满足 
四 。 
(2 p=0 (4. 6,4) 


上 起 中 p,r,g 是 唾 指标 ,1 ,i ,i 是 自由 指标 ,共有 27 武 , 由 于 上 式 对 于 六 对 称 , 故 其 中 
实际 上 是 18 个 微分 方程 , 而 寻求 的 函数 关系 式 (4. 6. 3) 却 具有 三 个 。 一 般 说 来 方程 
(4. 6.4) 是 不 可 积 的 ,方程 (4. 5. 4) 的 可 积 性 条 件 就 是 空间 是 否 为 Euclidean 空间 的 条 件 ， 
下 面 寻求 此 条 件 ， 如 在 (4. 6, 4) 式 中 国定 ,六 ,考察 1 二 1,2,3 三 个 方程 , 令 
I dr Ox Tp 

dydy gy 9y ” 
则 (4.6.4) 式 可 以 看 作 是 X? 的 一 组 ( 共 二 个) 齐 次 线性 代数 方程 组 


ay po + 
PX =0 (f=1213) 


新 老 坐 标 系 一 一 对 应 , 故 应 满足 行列 式 
det (2 )z 0 


pp 


日 
则 
A rt gr" dx ho _ 
?Oo [= 人 0 ‘9 = 1,2,3 .6, 
3y ay {ay yl” (pt, ) (4.6,.5) 


上 式 中 是 举 标 x?(y ) 的 函数 , 故 表示 了 一 组 18 个 x* 对 于 y' 的 非 线性 微分 方程 组 


这 组 方程 的 可 积 人 性 条 件 是 x? 对 y' 混合 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 , 此 时 这 18 个 方程 彼此 是 
协调 的 。 由 (4, 6. 5) 式 

| Br? dr" dr np 9 Ed EE ax p 

3 (ay 十 dy ay rs )= 37 (iy ay dy 吃 】 

因此 可 积 性 条 件 可 以 写作 


dd dr dX np 日 132 dr ~ 
9 223 = 地 ( 疗 jr ) (4. 6.6) 
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由 (4, 6.5) 式 
Or Or dr Or gr dx 
dy dy ay ayt ”0 dy dy Ay yt 4, 6,7) 
(4,6.8) 式 左 端 展开 后 ,将 (4.6.7) 式 代入 ,得 到 
0 dr" | 
9 dy dy 


Fr ari dr Ox pp A dr ODY A 
ay dy dy Ay dy ay dy dy dr A 


3 dx 9x’ AT | A dr py Pr adr’ gp 
Ay gy ay dr dy oy dy " dy dy dy ” 


5 9 他 
ar GE dx ( 当 一 II 下 一 rT | 
Tay dy Dy dr 


同 理 ,(4, 6: 6) 式 右 端 可 由 上 式 通过 互 换 六 与 指标 而 得 。 若 同时 将 旺 指 标 9 与 s 互 换 
后 ,得 


r 站 in Se 
日 必 dx Tt )= dr DT 9 (天 Te Ts 


ay dy dy: dy ay ay TY 
将 上 两 式 代 人 (4, 6, 6) 式 , 移 项 ,得 
dr dx A dT 991% Ti rT 
站 六 党 ( 守 32 + Tabs Ti- (4. 6, 8) 


(7 fk ,p= 1,2,3) 
采用 由 (4. 6, 4) 式 证 明 (4. 8, 5) 式 的 同样 方法 (运用 三 次 ) 可 以 由 (4.6.8) 式 求证 得 
{4.6.4) 式 可 积分 的 条 件 是 


人 二 TI 一 T= 人 0 (ptris = 1,2,3) (4.6.9) 
可 如 EE 
定义 
证 由 卢 
R's 一 oT aT, FH-TiTE TT (4,6.10) 
后 QT! 


称 为 Riemann-Christoffe] 张 量 [曲率 张 量 ) , 故 Rt 二 0 是 Euclidean 空间 任 一 曲线 坐标 
系 者 应 满足 的 条 件 。 对 于 二 维 曲 面 ,4. 6, 9) 式 是 检验 该 曲面 是 否 为 可 展 曲面 的 条 件 。 对 

一 个 变形 的 固体 ,在 变形 前 属于 Euclidean 空间 ,满足 (4. 6. 9) 式 ,变形 后 从 应 满足 此 
式 ,(4.5.9) 式 是 固体 变形 的 协调 条 和 件 ， 


4.6.3 证 明 Row 是 张 量 分 量 


在 (4. 6. 10) 式 中 已 经 不 加 证 明 地 定义 Ri 是 张 垦 分 量 , 以 下 将 利用 商法 则 证 明 天 。 


是 一 个 四 阶 张 县 的 分 量 。 
设 上 是 任意 矢量 函数 


_ 第 4 章 曲线 坐标 张 生 分 村 
在 = a'g; C4,6,11) 
a 的 梯度 为 了 ,是 一 个 二 阶 张 量 
T=av=ange’ = Tg'g’ (4. 6. 12a) 
qi 是 张 量 T 的 分 量 
Ti = a;, C4, 6, 12b) 
设 $ 是 张 量 T 的 梯度 ;是 一 个 三 阶 张 基 
有 一 了 = (av) Y= Tg 8B = (a BR BB 
有 有 (4. 6.13) 
=ang 8 SS 一 Sug Bg 
若 改 变 求 协 变 导数 的 先后 次 穴 序 ,定义 
Sas 三 dy 二 {indi (4d, 6. 14a) 
ST 一 Sg'g'g* 《4. 6. 14b) 
则 一 般 来 说 
号 天 人 9 天 9 
二 《Gay i 一 Cap 一 nj] 一 [a 
一 《Gy 人 :人 ) 站 (a,; a ) Ts (Ca, rr asDy I 
可 
一 人 着 一 有 一 人 一 人 a [5 TPR CO— LT ] 
将 上 式 中 的 指标 j,# 互 换 , 妈 
Si = 如上 一 Qt — aT 一 Qils — a, (有 人 -TT Ts | 
将 以 上 两 式 相 减 , 则 
9 9 5 5 TY rT i 
(Ss 一 Sa )g'g’ ga = 一 5 十 I Ts 一 TT js gE" 
ape ars 
(eg (FE -3 + Ts jg 
故 
S 一 SI 一 和 下 (4,6,15) 
其 中 
R REE (4, 6, 16a) 
4 aT% dry | rm 
Ri 一 or 十 Tv T 一 Ts | (4 6. 1éb) 
ar 


(4.6.15) 滤 中 ,S$ 一 S87 是 三 阶 张 量 ,a 是 任意 矢量 ,根据 商法 则 , 民 是 四 阶 张 量 。 
由 (4.6.15) 式 可 知 , 在 Euclidean 空间 ,R 一 0,$==5$7, 则 
要 二 丰 和 本 


改变 求 矢量 的 协 变 导 数 顺 序 后 ,其 协 变 导 数值 不 变 。 而 在 Riemann 空间 则 一 般 不 能 任意 
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政变 求 协 变 导数 的 顺序 。 内 (4.6. 15} 式 可 知 ,对 于 Riemann 空间 中 的 矢量 e 的 分 量 , 其 


一 阶 协 蛮 导数 满足 
a dng = AR (4.6.17) 


4.6.4 Riemann-Christoffel 张 量 的 性 质 


Ricrmann-Christoffel 张 量 是 一 个 四 阶 张 量 , 应 有 并 1 个 (三 维 空间 } 或 16 个 (二 维 空 
间 ? 分 最 ,分 析 表 明 , 由 于 它 具 有 以 下 性 质 , 这 些 分 量 并 不 是 完全 独立 的 ， 
车 将 Ri 的 第 一 者 标 下 降 


Ri = grR’in 
将 (4.6. 36b) 式 代入 上 式 ,得 Rn 的 表达 式 如 下 ， 
已 了 dl ， r : 1 F 
Ri = 8 {34 PT -TT ) (4. 6. 18) 
菠 虚 到 (利用 (4. 1. 14a) 式 ) 
AT aTy, 
Er 了 一 六 (gL 4 一 Dg = gr DDar tt Te 和 
AT 9 
Ei Te 一 Cs Ls tT;,, .十 Di,; } 
9 村 后 吉 


代入 寺 . 6. 18) 式 ,得 到 
Ds AD 
Dr 
的 

Ro = > (i pga ga gus) Fg (TasTas — Pas Ts) (4.6,20) 


工 式 表 明 ,Riemann-Christoffel 张 量 了 R 可 以 通过 度量 张 曼 及 其 导数 表示 ,这 些 分 量 不 全 县 
矿 相 独立 的 。 张 得 站 具有 以 下 性 岳 。 
1. 张 量 民 的 分 量 尽 i 对 于 其 前 两 个 指标 反对 称 ， 
Ro = Raati¥)) Rw =0 (d=7D) 23) (4.6.21) 
凤 8 个 分 景 中 ,有 2? 个 分 量 (i 二 j 时) 为 堆 , 其 祭 外 个 分 量 中 ,只 有 27 个 可 能 是 独立 的 
分 量 (i 冯 让 ,它们 的 i,j 指标 可 能 的 组 合 只 有 三 种 , 即 (1,2)，(2,3)，(3,1)， 
2. 民 ijw 对 于 其 第 三 、 风 指标 及 对 称 。 
Riw =— Rig (6) 
Riu = 0 =k) (jk = 1,2,3) 
即 上 述 ; 取 ; 的 27 个 可 能 的 独立 分 量 中 ,还 有 日 个 分 量 (一 上 1,2,3 ,而 交 ) 有 三 种 组 合 ) 
为 零 。 其余 18 个 分 量 中 ,只 有 9 个 是 可 能 的 独立 分 量 (% 冯 站,&,! 指标 可 能 的 组 会 也 只 有 
二 种 ， 


Rg 一 十 了 该 T 一 工 5 Lia. 【44， 6 19) 


(#4.6. 22) 
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在 以 上 两 个 性质 以 及 置换 张 量 的 性 质 , 呆 以 档 造 一 阶 张 量 
[一 fm = 1.2,3;n = 1,2,3) | (4. 6,23) 
以 表示 Ry 的 独立 分 量 。 
3，Riw 的 第 一 ,二 指标 与 三、 由 指标 可 以 对 换 , 共 值 不 变 ， 
Rn = Ry (Cd. 60.24) 
却 上 述 9 个 1 关 关 ! 的 分 量 中 ,真正 独立 的 分 其 只 有 6 个 ;或 者 说 .Lu 居 关 于 m,n 的 对 
称 一 阶 张 晶 。 
4. 由 以 上 三 个 性 质 , 对 并 的 所 有 可 能 闫 系 进行 考察 ,可 得 


Rs 十 RR 二 Re 一 站 (4, [oe 25 5a) 
利用 (4. 6. 22) 与 64.6.24) 式 ,上 式 还 可 以 写成 
及 只 由 Ri 一 Ri,, 0 ‘4. 6. 29 sh) 


此 性 质 可 以 利 出 (4,6.22)~~(4.6.24) 式 注 朋 如 下 ;对 于 ij .站 这 四 个 指标 ,其 变化 
范 周 都 是 从 1 至 3, 这 四 个 指标 中 例 少 有 个 是 相等 的 数 , 央 此 只 需 分 别 考 察 (4. 6. 25a) 
式 的 以 下 情况 ,并 利用 前面 汪 个 性 质 。 

CD i= Rs TR TR = Ra — Ra —) 

(2) 1 Rt Rt Rs = Ri — Ri —0 

CT Rot Ri Rs = —Ris tt R=0 
[ 式 中 相同 的 指标 ; 不 求 和 。(.6.25a) 式 得 i 

根据 这 些 性 质 ,和 在 一 维 Riemann 空间 中 , 张 基 如 的 81 个 分 量 民 中 只 有 8 个 独立 的 
非 零 分 量 , 即 


民有 Rs 《此 三 个 分 量 了 一 下， 一 站 
Ras 1 Rss , Rss (此 三 个 分 量 i 这 和 天 站 
二 维 空间 中 Riemann-Christoffel 张 量 R 具 有 更 育 观 的 儿 何 合 义 。 二 维 空间 中 张 量 
及 共有 16 个 分量 ,根据 (4.6,21) 一 (6.23) 式 给 出 的 性 质 ,独立 的 非 零 分 旦 只 有 Rs。 
在 曲面 微分 几何 中 利用 Gauss 方程 可 以 证 明 : 
， Ray = [guar 一 和 3] 下 一 KE {4.6.26} 


其 中 关 是 曲面 的 Gauss 曲率 ,是 曲面 两 个 二 曲率 -与 的 科 积 ， 即 
1 1 _R,, 
RR R 攻 
出面 的 席 旱 张 基 # 决 定 了 由 向上 识 线 的 长度 与 类 角 , 即 曲面 的 内 部 性 大 ,属于 出 面 
的 内 沼 Cintrinsie) 儿 何 最 ; 呈 曲 打 的 曲率 反映 了 出 匠 的 福 旧 程度 ,是 由 面 的 外 部 几何 性 所 


tt + | Th ~ 


(4.6.27) 
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对 于 平面 ,显然 存在 着 适用 于 全 空间 的 直线 坐标 系 , 张 量 R 为 鹤 。 如 果 将 平面 弯 源 
而 不 改变 它 上 面 所 有 曲线 的 弧 长 , 则 得 到 可 展 曲 面 (如 柱 面 .多 面 )。 可 展 曲 而 的 一 些 方向 
的 法 截面 曲率 显然 不 为 零 ,但 由 于 将 平面 弯曲 为 可 展 岗 面 时 ,其 度量 张 量 没 有 政变 , 故 
Gauss 曲率 仍 为 零 。 对 于 Gauss 有 曲率 为 雷 的 二 维 Euclidean 空间 ,微分 几何 学 中 称 为 平 进 
(flat) 空 间 。 而 Gauss 草率 不 为 堆 的 曲面 ( 正 Gauss 曲率 曲面 或 灸 Gauss 曲率 曲面 ) 则 是 
二 维 的 Riemann 空间 , 它 不 是 可 展 曲面 ,不 能 由 平面 "弯曲 ”而 得 到 。 

例 4.8 求 球面 的 RiemannrChristoffel 张 
量 Run 。 

设 球面 的 Gauss 坐标 为 Lf,w) ,如 图 4, 14 示 。 利 用 
几何 法 可 以 求 得 其 度量 张 量 。 球面 上 的 线 元 
ds = RedF + Risin: dy 


故 gi = R’,gs, = R'sin’d 
有 = 1/R’ 82 = 1/(R’sin’®) 
Tl 一 ri 汪 1 三 | 二 0 图 4.14 球面 上 的 曲线 坐标 系 


人 = cot?, Tis 一 一 > sin28 


ar am 
Ri = Ti 十 了 一 Ts + -一 jo 


Rs 一 BR = Risin't 
4.6.5 关于 张 量 分 量 二 阶 协 变 导 数 的 Ricci 公式 ,Bianchi 恒等式 


张 量 分 量 求 二 阶 协 变 导 数 时 ,如 果 交 换 求 导 硕 序 , 则 满足 以 下 恒等式 , 称 为 Ricci 
公式 ， 
对 于 标量 场 函数 p, 利 用 (4. 3, 7) 式 可 证 ， 
有 一 由 有 一 一 (4, 6. 28) 
对 于 矢量 场 函 数 的 协 变 分 量 si 与 道 变 分 量 ae: 由 (4. 6. 17) 式 ,并 利用 (4 6. 21) 式 
可 证 : 
VV — VVia; = pw — tn = dR (4. 6. 29a) 
VVa ~ VVa' = a — dp =— a Riw 《4.6. 29hb) 
对 于 任意 阶 张 量 场 函 数 ,以 三 阶 张 量 工 = 工 :BE 一 人 gj8: 为 例 : 
网 和 一 有 
一 一 TRiye — ThsRiss + TiRio (4. 6. 30a) 
双人 
一 TER 一 下 作证 一 Ti Roo (4.5, 30b) 


第 4 章 曲线 华 标 张 本 分 析 ， 


利用 上 述 Rieei 公式 还 可 证 明 三 维 空间 中 Riemann-Christotffel 张 量 Rj 的 6 个 分 量 
互 不 独立 ,它们 之 间 进 一 步 满 足 3 个 Bianchi 恒等式 : 
CR =0 BILT=0 Gn= 1,2,3) (4. 6. 31) 
其 证 明 过 程 如 下 。 若 将 矢量 分 量 的 一 阶 协 变 导 数 sx. 视 作 二 阶 张 量 分 量 , 则 再 求 二 阶 协 
变 时 数 并 交换 求 导 次 序 , 根 据 Ricci 公式 有 


一 ! ! 
pik pr dupe + dpule sit Ca) 
! ! 
Hpi ~ 一 Qi 本 由 十 BR (b) 
I 
dpa Hpi anal gs tap Ce) 


再 从 {4. 6.398) 式 出 发 
Hp Hpi OO— qiR ps 


再 对 x 求 一 次 协 变 导 数 ,利用 张 量 分 量 胰 积 求 协 变 导 数 的 性 质 可 以 得 到 : 


t t 

prih 一 下 证 diaB sn + QBs pi Cd) 
了 { 

Ap Api = dl gs t QR prs (8) 
t 7 

pi 一 向 = Glipi — Bp; 《二 


因为 式 ( 的 十 人 b) 十 (o 一 (9 十 Ce) 十 (人 ,所 以 
api Ris + Ri Ris) = a Ri Rigii tt Rige,;) 
根据 (4. 6. 25b) 式 ,上 式 左 端 为 0, 故 
十 本 ai 十 Ra = 0 (4, 6. 32a) 
将 上 式 降 指标 ,成 为 
Ro t+ Rat Ro =0 (bi 一 1;2;3) (4. 6. 32b) 
利用 曲率 张 量 及 的 性 质 (4. 6. 21) 式 ,上 式 关 于 指标 二. 为 反对 称 , 故 可 改写 为 
Ee? (Ro t Ro Rs) =0 (miyjsk = 1,2,3) (4. 6. 32c) 
根据 曲率 张 量 R 的 性 质 (4. 6. 22) 式 ,只 有 当 上 让 中 三 项 的 后 三 个 指标 互 不 相等 时 才 
有 意义 ,对 于 其 中 任意 两 个 指标 相等 的 情况 ,都 相当 于 0=0 的 得 等 式 , 即 独立 的 等 式 应 当 
是 :i 六 j 到 训 。 换言之 ,对 于 (4. 6. 32) 式 , (i,j,k) 只 能 有 三 种 独立 的 取 法 : (1,2,3)， 
《2.3 1) 和 (31 2)( 对 于 (4 6. 32) 式 ,07 有 7 逆序 排列 的 效果 与 顺序 排列 是 完全 相同 
的 }。 因 此 ,(4.6. 32c) 式 括号 中 的 三 项 又 可 进一步 用 置换 张 量 写成 一 项 , (4. 6. 32c) 式 改 
写 为 


人 (mn = 1,2,3) 
上 起 即 (4.6.31) 式 ,在 推导 过 程 中 用 到 了 置换 张 量 分 量 的 协 变 导 数 为 零 的 性 质 。 
例 4.9 协调 方程 ”在 连续 介质 小 变形 癌 题 中 ,位 移 矢 量 场 所 确定 了 唯一 的 应 变 二 
阶 张 量 场 8;， 


Ei 一 Mi 十 Wii 
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也 任意 给 定 的 对 称 二 份 张 量 场 一 般 不 能 对 应 一 个 连续 的 位 移 场 ,只 有 满足 协调 方程 的 一 
阶 张 量 场 m ,才能 对 应 于 某 个 连续 的 位 移 场 。 利 用 Euclidean 空间 中 Riemann 
Christoffel 张 关 为 零 可 以 容易 地 导出 协调 方程 ， 

采用 Lagrange 描述 ,变形 前 的 连续 体 属 于 Euclidean 空间 ,在 其 上 建立 笛 卡 儿 华 
标 系 ， 

gi; =eonst, D0 Rs od 

变形 后 该 Lagrange 坐标 系 的 度量 张 量变 为 gy ;Christoffe! 符 导 变 为 了 ， Riemann- 
Christoffel 张 景 变 为 Ru ,有 
Br — By Ze; 


由 (4.8.20) 式 ,变形 语 


Rw = 《di 坟 十 臣 六 一 若 光 汉 gu} 4 CoD — Fal,,? 


5 (ER | Ey ER | | (PPD, 时 DD,.,) 


. 11- : 
其 中 I Hr 了 [gs 十 i: 一 gi., |— EN 十 Er 7 Es 


对 于 小 变形 问题 , (他;,, 一 也 Dr.) 是 应 变 的 高 阶 小 量 , 可 以 赠 去 。 变 形 后 空间 的 
Riemann-Christioffel 张 量 
Ry = (eo + Ep — Ea — En) (4. 6, 33a) 
变形 后 室 间 稍为 Euclidean 空间 , 即 变 形 不 使 连续 体 发 生 弄 怒 或 重 爱 。 因 此 Riemann- 
Christoffel 张 量 仍 为 舌 。 战 


{Ey 二 Eis 一 Ex 一 (4.6,.33b) 
[ 式 是 稍 卡 儿 坐 标 系 中 的 表达 式 。 在 任意 曲线 坐标 系 中 ,变形 苏 调 方程 应 改 为 
(Ea 二 人 (4.6,33c) 


显然 ,上 上 式 也 具有 关于 ?7 指标 的 反对 称 性 ,关于 类 指标 的 反对 称 性 , 关 丁 训 j 与 上 民 指 
标的 对 称 性 ,可 以 写作 
Ce 一 站 (mm 二 1 23， 关 于 了 对称) (4. 6. 34a) 
将 上 式 写成 实体 形式 为 
(VXeyxXT=0 (4. 6. 34b) 
其 证 明 如 下 。 
VE Vgag: —— ey pg 
(VXE) XV Oe Ebaby, Fe ERB bs 
(4.8.34a) 式 的 5 式 不 独立 ,由 (4.6.31), 04.6.338) 和 (4.8. 34a) 式 知 ,它们 之 间 还 清 
足 3 个 Bianchi 性 等 式 ， 
Le CR Cee) 0 m= 1,2,3) (4.6, 35) 


第 4 章 曲线 举 标 瑟 量 分 析 


4.7 张 量 方程 的 曲线 坐标 分 量 表示 方法 


具有 张 量 属性 的 物理 量 ,它们 所 满足 的 客观 物理 规律 是 不 内 描述 它 所 采用 的 坐标 系 
转换 而 变化 的 ,也 就 是 说 ,它们 满足 各 种 张 量 方程 。 为 解决 具体 物理 问题 的 方便 ,往往 需 
要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 ,但 在 森 同 坐标 系 中 , 张 量 分 量 所 满足 的 方程 具有 不 同 的 形式 。 
如 何 而 币 卡 外 坐标 系 中 相对 简单 的 瀛 量 分 量 方程 得 到 住 党 曲线 坐标 系 中 的 张 量 分 量 方程 
呢 ? 这 就 需要 应 用 张 量 分 析 的 方法 。 前 -一 节 昼 4,9 中 由 身 卡 儿 举 标 系 中 的 (4. 6. 33a) 式 
转换 为 任意 曲线 坐标 系 中 的 (4, 6, 33b) 式 就 是 -= 例 。 现 再 举 一 实 例 说 明 用 物理 量 在 曲线 
坐标 系 中 的 分 重 来 表示 张 量 方程 的 步骤 ， 

步 驴 示 例 

1， 被 照 符 卡 儿 坐标 系列 出 方程 。 1， 运 动 方程 

fp 


ar， do Ag 


dos day 90 _ 
FE ' ay 证 Bz + pf: Ps 
2. 疝 用 求 和 约定 将 上 述 方 程 写 成 。 2 
和 四 、， 
指标 形式 。 3 fi=pw (i=1,2.3) 


3， 上 升 和 降低 指标 ,使 中 指标 一 “3. 
上 一 下 ,自由 指标 在 相间 位 置 ， Ts +pf,=pe 


或 
8 opm (i=1,2,3) 
ar Mf 
4， 将 箔 卡 几 沟 标 系 改 为 曲线 举 标 。 4. 
系 时 采用 ， 0 ,itpfi = pw 
dg He" 或 
ik Cig ey ostpf =pe (i=1,2,3) 


偏 导数 一 协 变 导 数 
(Ow 或 O00=V,0 
上 述 做 法 的 理由 是 张 量 方程 在 笛 卡 儿 举 标 系 中 成 立 , 则 在 任意 其 它 坐标 系 中 也 成 立 。 
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4.8 非 完整 系 与 物理 分 量 


具有 一 定 物理 意义 的 张 量 ,在 任意 曲线 坐标 系 中 的 分 量 并 不 一 定 具 有 原来 物理 量 的 
量 纲 ,因而 给 直接 的 物理 解释 带 来 不 便 。 本 章 的 任务 是 把 这 种 张 量 分 量 转 换 成 便于 在 分 
析 物 理 问题 时 使 用 的 物理 分 量 , 并 给 出 它们 的 运算 规则 。 


4.8.1 非 完整 系 


在 前 述 各 章 中 张 量 都 是 对 协 变 基 拓 痢 或 送 变 基 人 矢量 分 解 的 。 根 据 定 义 , 协 变 基 余 量 
gi 由 矢 径 + 对 坐标 zx; 的 偏 导 数 唯一 确定 , 即 


or 
;二 一 一 (4, 8.1) 
[LD or 


道 变 基 矢量 外 则 由 对 偶 关 系 唯 一 确定 , 即 
和 (4, 8. 2) 
按 (4, 8. 1) 式 由 坐标 确定 的 基 矢 量 称 为 自然 基 矢 重 ,它们 构成 了 完整 系 。 在 完整 系 
中 , 张 量 的 许多 运算 规则 都 可 以 看 作 是 通常 数量 运算 规则 的 某 种 推广 ,所 以 它 是 张 量 分 折 
中 最 基本 的 参考 系 。 但 在 应 用 中 , 它 也 有 不 便 之 处 。 
由 定义 (4.8.1) 可 以 看 到 , 矢 径 + 具有 长 度量 网 ,而 分 母 中 的 任意 曲线 举 标 z 不 一 定 


具有 长 度量 纲目 18 | 一 | 并 | 不 一定 等 于 1, 所 以 自然 基 失 量 不 一 定 是 无量 纲 的 单位 
矢量 。 如 果 把 具有 物理 意义 的 矢量 或 张 量 对 自然 基 矢 量 分 解 , 则 所 得 分 量 不 一 定 具 有 原 
物理 量 网 。 以 圆柱 坐标 系 为 例 ,坐标 如 =r 和 光一 * 为 长 度量 网 , 且 模 | 和 | 二 |g; |=1， 
因而 g ,gs 是 无 县 网 单位 矢量 ;但 坐标 x: 一 9 是 无 量 岗 的 , 且 18 | 二 7, 因 而 如 具有 长 度 
量 纲 ,有 旦 大 小 随 点 而 异 ，。 如 果 把 力 矢 量 P 对 g， + B28 分 解 ,分 量 的 量 网 将 等 于 原 物理 量 
网 除 以 相应 基 矢 量 的 量 网 ,所 以 分 量 P,P' 仍 具有 力 的 量 岗 [Fj]; 但 分 量 P' 的 量 纲 为 
CLF/L])([L] 表 示 长 度量 纲 ), 生 P 的 大 小 要 比 力 了 在 gs 方向 上 的 物理 分 晤 缩小 + 信 。 

显然 量 网 不 统一 对 分 析 物 理 问题 是 很 不 方便 的 ,为 此 引进 另 一 组 协 变 基 矢 量 go ,只 
要 求 它们 满足 如 下 两 个 条 件 ， 

{1) g( 站 (i 一 1;2,3) 互 相 不 共 面 。 

(2) 与 自然 基 矢 量 g; 具有 线性 变换 关系 

ge = Plog {4.8,3) 

在 保证 (1) 的 前 提 下 ,上 式 中 的 9 个 转 措 系 数 5 可 以 根据 物理 分 析 更 为 方便 的 原则 任意 
选择 

相应 地 ,由 对 侦 美 系 


第 4 草 由 线 兴 标 张 重 分 析 了 殉 


En 《4 34) 
再 引进 一 组 逆 变 基 矢 量 &” ， 它 和 完整 系 邀 变 基 矢 量 的 转换 关系 是 
gr 一 | (4. 8. 5) 
各 第 1 章 (1. 4.3),(1,4.6) 式 相似 ,可 以 证 明 转 换 系数 庙 , 和 名 ? 之 间 满 足 如 下 互 道 关系 
Bi = 6t, PreBis= 6! (4, 8. 6) 


一 般 地 , 按 (4, 8.3) 式 引进 的 基 矢 量 gi 六 不 是 自然 基 矢 量 , 即 并 不 存在 能 按 (4. 8. 1) 
式 唯一 确定 go 的 新 帅 线 堂 标 x 。 因为 第 1 章 1.4 节 中 曾 指出 :新 , 老 两 组 自然 基 矢 量 
gt 和 gi 之 间 的 转换 系数 应 贸 如 下 两 式 来 计算 : 


Bl 3 (1.4.7) 
P= (1.4.8) 


这 里 每 式 部 包含 9 个 方程 。 当 老 坐标 xz! 选 定 后 ,转换 系数 虎 或 8; 就 不 能 再 任意 选择 , 否 
则 仅 著 调整 三 个 新 坐标 x 使 同时 满足 9 个 独立 方程 是 不 可 能 的 。 假 设 二 是 对 应 于 自然 
基 矢 量 包 ( 见 (4. 8.1) 式 ) 的 坐标 ,由 方程 (1. 4. 8) 求 解 zx' 的 可 积 条 件 是 
5 过) 二 攻 )- 玫 en 

如 果 不 满足 这 个 条 件 , 新 坐标 zx" 就 不 存在 。 但 是 现在 (4, 8. 3) 式 或 (4.8, 5) 式 中 的 转换 系 
数 8 或 六 是 以 方便 为 原则 任意 选取 的 ,并 不 一 定 满足 可 积 条 件 ,所 以 一 般 说 并 不 存在 
能 导出 go 的 新 曲线 坐标 z”, 这 种 只 有 基 矢 量 而 不 存在 相应 曲线 坐标 的 参考 系 称 为 非 完 
整 系 。 基 矢量 ge 和 g" 分 别称 为 非 完 整 系 的 协 变 基 矢量 和 道 变 基 矢 量 。 为 了 区 别 于 完 
整 系 , 相 应 于 非 完整 系 的 指标 一 律 加 圆 括号 。 | 

与 第 1 章 相似 ,存在 如 下 一 系列 关系 式 。 

完整 系 基 矢 量 用 非 完 整 系 基 矢 量 表 示 的 转换 关系 为 

8 = Pog” 


(44, 8, 8) 
8 一 BE ge 
非 完 整 系 度量 张 量 协 、 逆 变 分 量 的 定义 为 
gia = Bo kn: BI = gg (4. 8.9) 
相应 度量 张 量 协 变 分 量 的 行列 式 为 
oo Bi Bid 


Bt 一 | 有 0 Ben Bion | 一 Ege ki) po {44.8. 10) 


i 
[有 可 HH ia 


利用 度量 张 量 可 对 基 矢 量 进 行 指标 升降 , 币 
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in {ier 


有 三 8 [A 
(4, 8, 11) 
Brin 一 Siu B” 
非 完整 系 与 完整 系 度量 张 量 分 量 芍 转换 关系 为 
Be = Flo ftp gur (4.8. 12) 
Be 一 BB pg 
度量 张 是 的 并 矢 形 式 仍 保持 对 于 坐标 的 不 变性 , 即 
G=g8 8 =— 8 RB; = Bong' g! (4. 8.13) 


=g Ein Be 
利用 转换 关系 (4. 8. 3) 式 , (4. 8, 5) 式 和 (4. 8. 8) 式 以 及 基 矢 量 的 指标 开 降 关系 
(4,8, 11) 式 可 以 得 到 矢量 vw 的 分 解 式 为 


二 vg, vg! 四 gi = vng' {4, 3, 14) 
区 的 分 量 的 指标 升降 关系 为 
al 
的 (4. 8. 15) 
wi 一 Ed we 


完整 系 与 非 完整 系 中 分 量 的 转换 关系 为 
vn 一 Brnw! 


— 
Dy TT Pen Wy 


加 【4. 8.16) 
v = By 
v= PB vp 
张 量 了 的 并 矢 表 达 式 为 
了 C4. 8, 17) 
=T? gaB wg Bg = 
完整 系 与 非 完 整 系 中 分 量 的 转换 关系 为 
To = BB BE Bi Tun 
Ti = Bala BB Teo (4., 8, 18) 


应 该 指出 , 矢 径 的 微分 dr 是 一 个 矢量 。 按 (4, 8. 14) 式 , 它 的 并 舌 式 为 

dr = dxtg, = dx" gi, (4. 8, 19) 

但 这 时 并 不 存在 坐标 z'” ,所 以 dx" 并 不 表示 坐标 x 的 微分 。 它 只 是 由 如 下 转换 关系 
定义 的 、 完 整 系 坐 标 微分 dxt 的 一 种 线性 组 合 。 

dz = Bin dr 


dz = Bl dr™ 


{4.8, 20) 


名 4 一 册 绕 生 标 分 析 


4.8.2 物理 分 是 
4.8.2.1 非 完 整 系 基 矢 量 的 选择 
没 已 知 一 给 任意 曲线 航标 z 导出 的 自然 基 矢量 8; 一 了 55。 一 般 说 ,它们 并 不 是 无 


岗 的 单位 矢量 .也 不 一 定 相 筷 正 交 。 为 了 便于 对 物理 问题 进行 分 析 , 通 常 引进 另 一 组 非 完 
整 系 协 变 基 矢量 g.;, ,它们 是 和 白 然 基 矢 量 g; 则 方向 的 无 量 网 单位 矢量 。 即 令 


Ri | . 
Bin = oe- — Pls,g (对 i 不 求 和 ) C4, 8. 21) 
i9 当 j i 
(4.8, 22) 


Ha /ye 当 ) 一 ; 
其 中 局 一 VE "区 是 自然 基 和 量 8: 的 模 。 今 后 ,在 两 个 相同 指标 下 加 一 机 表示 不 必 毛 
求 和 约定 取 和 。 例 如 ,8 表示 度量 张 最 的 第 : 个 协 变 对 角 分 量 , 而 不 是 三 个 对 角 分 量 
之 和 。 
与 gp 对 侦 的 逆 变 基 矢 量 g "可 由 对 侦 关 系 


Bn"8 一 让 (4. 8, 23) 

得 到 ， 由 (4.8. 22) 和 (4.8.23) 式 知 
g "= VBig' 二 Bgi 《对 i 不 取 和 ) 《本 8. 24) 
5 |” i 4.8.25) 


Ve 当 j = 
对 于 什 意 曲线 坐标 系 ,一般 说 按 上 述 方 法 选择 的 非 冤 整 系 的 协 变 基 矢量 go* 是 一 组 

下 不 正 交 的 无 量 岗 单位 矢量 。 送 变 基 天 量 拓也 是 大 量 岗 的 ,但 妓 不 正 变 也 不 是 单位 炙 

量 ,， 如 图 4. 15 所 示 , 设 g” ”与 ge 的 来 角 为 a;, 则 由 

gr "8 一 1 |g. ;一 1, 简 

] 


(gg | 一 oa, C4, 8, 26) 
4.8.2.2 矢量 的 物理 分 重 
尾 意 矢量 v 在 完整 系 中 的 分 解 式 泡 图 4.15 非 完整 系 中 道 变 基 和 拓 量 与 
Y= vg; = UE 《二 8, 27) 协 变 基 先 量 的 关系 


其 中 分 量 v 或 w 一 般 不 具有 该 物理 量 原 来 的 量 网 。 
但 如 果 该 矢量 对 上 述 非 党 整 系 分 解 

v= vp = og (4. 8, 28) 
则 直 于 gl 和 8 都 是 无 量 网 的 ,分 旺 mw" 和 ms 均 具 有 矢量 诛 来 的 物理量 网 ， 如 果 按 物 
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理学 中 的 平行 四 边 形 法 则 ,把 矢量 w 沿 非 完 整 系 基 矢 量 gc 和 g" 方 向 分 解 , 则 gi 方向 分 
基 的 大 小 就 等 于 道 变 分 量 v2*。 而 8 方向 分 最 的 大 小 并 不 等 于 协 变 分 量 wa ,因为 外 不 
是 单位 矢量 。 故 通常 把 非 完整 系 道 变 分 量 2 选 作 矢 量 w 的 物理 分 量 。 将 (4. 8. 25) 式 代 
人 (4.8. 16) 式 ,得 到 物理 分 量 v ”和 完整 系 分量 vi 间 的 转换 关系 


如 一 VS 一 Bi VY; 
1 (对 i 不 取 和 ) (4. 8. 29) 
uu 二 人 
Vau 


4.8.2.3 二 阶 张 晤 的 物理 分 量 
二 阶 张 量 了 在 完整 系 中 可 以 分 解 为 
T= Tggi = Tug'g’: = Togag' = Tg'g, (4. 8.30) 
一 般 说 来 上 述 完整 系 分 量 并 不 具有 原 物理 县 网 。 如 果 把 同一 个 张 量 实体 对 非 完 整 系 分 解 
了 一 了 31 ) 
则 上 述 四 种 非 完 整 系 道 变 、 协 变 和 混合 分 基 都 具有 原来 的 物理 量 网 。 选 娜 种 分 量 作为 物 
理 分 量 应 根据 具体 物理 问题 来 定 ， 
以 应 力 张 量 为 例 。 由 例 1.5 知 ,在 变形 体内 任意 点 处 ,作用 在 外 法 线 矢量 为 # 的 侨 
截面 上 的 应 力 矢量 与 应 力 张 量 e 之 问 满足 张 重 方程 


p=o*n (4. 8.32) 
前 面 已 选 定 矢 量 的 物理 分 量 为 其 逆 变 分 量 , 即 
p= pk (4. 8, 33a) 
n= nn gi, {4.8.33b) 
如 果 相应 地 把 张 量 z 分 解 成 
0 一 dn gg 《4.8. 33c) 


并 代入 04. 8. 32) 式 


ta} ea) 【所 1 la) te a bh) 
p” go 一 HpRB ng = On gi, = 大 (0 


则 得 如 下 物理 分 基 间 的 关系 


pp = on (4. 8. 34) 
它 与 完整 系 中 的 关系 式 
pr! = rin (4. 8. 35) 
完全 相似 。 所 以 当 二 阶 张 量 与 右边 某 矢 重 相 点 积 时 ,选取 混合 分 量 了 *,,, 作为 物理 分 基 
是 比较 合理 的 。 


将 (4, 8, 22),(4, 8. 25) 式 代 人 (4. 8 18) 式 ,得 物理 分 其 与 完整 系 分 量 之 间 的 转换 关 


系 次 
TH = ET C4. 8. 36a) 
BH 
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对 上 &,! 不 取 和 
T= Te (4. 8, 36b) 
对 上 式 求 迹 ( 缩 并 ), 可 得 
Th, = T= (4. 8. 37) 


即 在 完整 系 和 非 完整 系 的 相互 转换 讨 程 中 ,二 阶 张 量 的 第 一 不 变量 保持 不 变 ， 
C, Truesdell 曾 建议 把 二 阶 张 量 物理 分 量 一 律 选 为 混合 分 量 了。 但 实际 上 ,针对 
不 同 的 物理 问题 选择 不 同 的 物理 分 量 比较 台 适 。 例 如 , 若 二 阶 张 量 了 与 左边 的 某 矢量 
相 点 积 
p=nR*T (4. 8. 38) 
相应 的 分 量 式 为 
jp 一 me (4. 8. 39) 
这 时 选 Tia” 物理 分 量 更 为 方 使 。 为 了 区 别 ,通常 称 Ti 为 右 物理 分 量 , Ti 为 左 物理 
分 量 , 去 . 石 物 理 分 量 问 满足 指标 升幅 关系 ， 


Tis = gg To" (4, 8. 40) 
再 如 , 设 变 形 后 线 元 的 长 度 为 d;, 则 

ds = Cudr:dr = drrCr dr (4. 8. 41} 

其 中 Cu 称 为 Green 变形 张 量 ， 由 于 矢量 dr 的 物理 分 量 为 dz, 即 
dr = dx Bi, (4, 8, 42) 
故 d92 一 Ce dr ™ dr™ (4.8.49) 

与 完整 系 的 (4. 8. 41) 式 相似 ,应 选 Cowen 为 张 是 C 的 物理 分 量 ,部 

C=Cmwg" g” (4. 8. 44) 


高 阶 张 量 的 物理 分 量 也 应 根据 具体 物理 问题 来 选择 。 一 般 说 ,由 于 矢量 的 物理 分 量 
已 选 为 道 变 分 量 ,所 以 在 张 量 的 物理 分 量 中 , 凡 与 矢量 点 积 ( 缩 并 ) 的 指标 都 应 选 为 下 ( 协 
变 ) 指 标 。 


4.9 正 交 曲线 坐标 系 中 的 物理 分 量 


在 对 许多 物理 ,力学 问题 进行 研究 时 常 采用 正 变 曲 线 坐 标 系 , 此 时 前 面 各 节 所 述 公式 
可 以 大 为 简化 ， 


4.9.{ 正 交 标准 化 基 、 度 量 张 量 与 物理 分 量 


正 变 系 中 ,三 个 协 变 基 矢量 & 互相 正 交 ,但 不 一 定 是 单位 矢量 。 由 (1, 3, 13) 式 知 , 其 
长 度 为 


186. 


am 


张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 


| 有 4 1.2,3) (4.9.1) 
式 中 及 ,0 = 二 1,213) 是 Lameé 常数 。 
度量 张 趴 的 协 变 分 量 为 
0 i , 
Bi a 一) (29 = ] ,2,3) {4.9,2) 
三 个 道 变 基 汞 量 g' 与 相应 的 协 变 基 秋 量 g; 方向 相同 ， 由 对 偶 关 系 知 
;8 ; 不 一 日 ， 
8 -Ay (i 不 求 和 ,i = 1,2,3) (4. 9,3) 
度量 张 量 的 道 变 分 量 为 
0 、，， 
Fa 1 《ty 了 二 1,2.3) {4d, 曲 . 生 】 


一 : 
4 一 
为 了 便于 对 物理 问题 进行 分 析 , 引 入 非 完整 正 交 系 。 非 完整 系 扔 变 基 矢量 gro 成 为 


2 一 下 或 gg 一 Ae (i 不 求 和 ,i 一 1,2,3) (4. 9.5) 
而 道 变 基 矢量 也 是 一 组 相同 的 正 变 标 准 化 基 
ce -48 或 全 (i 不 求 和 ,i 二 1 ,2,3) (4. 9. 6) 


在 非 完整 系 的 正 交 标准 化 基 中 . 协 变 , 道 变 的 差别 消失 了 ,指标 不 需 骨 区 分 上 下 。 共 
矢量 6 二 2 二 eti? 是 一 组 沿 着 正和 区 坐标 遇 线 的 切线 方向 . 随 点 只 改变 方 回 而 不 改变 类 小 
的 正 交 单位 矢量 ,也 称 为 笛 卡 几 坐 标 架 。 在 非 完 整 止 交 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 

gl (4.9.7) 
] 1 = 

这 组 正 交 标 准 化 基 也 可 以 构成 非 完 整 系 中 的 各 阶 基 张 量 ,矢量 或 张 量 对 其 分 解 , 得 到 

各 阶 张 量 的 物理 分 量 ， 显 然 , 此 时 也 不 需要 再 区 分 协 , 逆 变 分 量 。 如 


由 一 VE = Ug) (4.9.8) 
T= Tiug ggg = Tikiyeli ey ek ell) (4.9.9) 
由 上 两 忒 与 (4.9.5), (4.9.6) 式 可 知 物 理 分 量 与 完整 系 中 张 量 分 量 的 关系 为 
v 一 2 ， 二 Aw(i) 不 求 和 ,i = 1,2,3) C4. 9. 10) 
i AA, 2 站 -  - 
了 = A Uk? (ij 中 y[ 不 求 和 ,isj ki 二 1.2,3) (4. 9, 11) 


4.9.2 ” 基 矢 量 对 坐标 的 导数 
(本 小 节 中 以 下 各 式 取消 求 和 约定 ) 
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在 完整 系 中 ,通过 Christoffel 符号 来 表示 基 僚 量 对 坐标 的 导数 。 利 用 第 一 .二 类 
Christoffel 符号 与 度量 张 量 的 关系 (4 1. 15) ,04, 1. 18) 式 及 正 交 碍 线 坐 标 系 中 度量 张 量 
的 特点 可 以 算得 ,在 正 交 系 中 ,有 


Tj, = 0, =0 (并 关 7 下 站) 
日 和 i 1 2 3 ) 到 一 1} 
Di.; = A dr L's = A. dr Sak 或 i = (4. 9. 12) 
da, j 记 ; dA, ， ， 
D';,, 二 A, Ir 后 也 一 A? gr 1 Es 


在 非 完整 系 的 张 量 运 算 中 ,最 常用 到 的 是 对 正 交 标 准 化 基 eti》 对 坐标 的 求 导 公 式 ， 
由 (4,9.5),(4.9,12) 式 可 知 ; 


2 2 32g, + Dl Tang” 


了 
_ i hd) a (i 天 j 关 如 C4, 9, 13) 
区 一直 千 s+ 避 守 myoe 
并 3 人 十 只 i = i el)) Gj) (4.9.14) 
上 述 2 起 可 以 写成 
ae0) 4 人 ‘3), 2 er 2 ~ ec) 
2 人 -~ Rsedl), A = A re(2) 


(4, 9. 15) 
对 于 常用 的 坐标 系 ,例如 图 柱 坐 标 系 和 和 球 坐标 系 , 可 以 无 需 记 忆 上 述 公 式 , 而 直接 根 
据 几 何 直观 地 写 出 正 交 标准 化 基 et 说 的 求 导 公 式 ， 
圆柱 坐 妹 系 中 正 交 标 准 化 基 矢 量 的 求 导 全 式 如 下 


de, de, _ ae _ 
Eri (a), 三 ch), 一 少 (Cc) 


0 洲 =-e (0， 公 =0 0 


dr db a 
de, dé ab。 _ . 


其 中 <b) , Ce) 式 的 解释 分 别 见 图 4. 16(a),(b} 示 。 


a7. 
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(ae ya6]dB 


,, ert(de /00)d9 eot (eg/20)d0 1, , 
td 8 

0 | 已 
(3) de, /D0 =eg (by eg/ 0 =-e, 


图 4.16 圆柱 坐标 系 中 正 交 标准 化 基 矢 量 对 4 导数 的 几何 解释 


球 坐标 系 中 正 交 标准 化 基 矢 量 的 求 导 公 式 如 下 : 


2 =0 (a), 全 = (by) 一 eysing (0) 
de 日 名 dg 

下 = (d), 了 =—é€, (le), 3w = eycost ‘f) 
ae _ ae _ at gg dC 
了 一 0 Cg), pri 0 《hy) ， gp esind— erosd 0) 


其 中 Ce) (0D 式 的 解释 抑 图 4.17 永 。 


\ 
\ ， “ 
; dpcosg 
nO NT 6 人 L_ 
{dedpdp 《ep/ap)d 


2 ® 


Wb) 


图 4.1? 球 坐 标 系 中 正 交 标准 化 基 矢 量 对 p 导数 的 几何 解释 
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4.9.3 正 交 系 中 张 量 表达 式 的 物理 分 量 形 式 


各 种 张 量 表达 起 在 正 变 系 中 的 物理 分 量 形式 可 以 用 两 种 方法 得 到 :一 种 是 先 得 到 张 
重 分 量 形式 (注意 化 简 ) ,再 利用 (4.9. 10) 一 (4.9. 12) 式 化 为 物理 分 量 。 另 一 种 是 从 非 完 
整 系 中 的 并 矢 式 (4. 9. 8) ,4.9.9) 出 发 ,利用 正 交 标准 化 基 的 求 导 公式 直接 得 到 。 


1]， 第 一 种 方法 
例 4.10 已 和 郑 矢量 场 函 数 % , 求 由 wp 与 curlw。 利 用 (4,4,4) 与 (4.4,.9) 式 ,有 
vo pF 站 二 入 (站 
divv Ear 二 2 faz \A (时 A )) 
1 9 /MAA 
= 元 下 直 | Fei D) (4, 9. 16) 
| 有 Ale Ase: Aes 
ro = 3 39, oo 3， 3 (4. 9.17) 
YU te Avl}y Av2} Arvi3) 
如 果 将 标量 场 函数 的 樟 度 YVPp 看 作 矢量 o , 则 由 (4, 9. 16) 式 还 可 得 到 
: 13 ; apy 1 < AiAsAs 99 
ve=V. Wr (vee 20)= ry A 地 | 
(4,9, 18) 


例 4.11 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 的 动力 学 方程 。 从 完整 系 中 的 张 量 分 前 形式 出 发 ， 
在 完整 系 中 仍 采 用 求 和 约定 , 非 完 整 系 中 取消 求 和 约定 。 
oa + pf; = pw; (i = 1,2,3) (4,9, 19) 
其 中 
oy =0 — ody 二 oI 一 a8)’) 一 co 以 下 到 请求 和 约定 》 
V8aT 
2 1 1444A4 3 A 
时 yy | A 人 PD 
将 (4.9.12) 式 代入 上 式 , 再 将 上 式 代 回 (4. 9. 19) 式 ,并 在 等 式 堪 右 两 边 都 将 对 8g 分解 的 
协 变 分 量 改 为 对 e :分 解 的 物理 分 量 。 得 到 


1 3 /hhA 
A | A sD))+ 2 三 9) 


3A, | 
也 A Fo + pF) = pw (i=12,3) (4.9,20) 


2， 第 一 种 方法 
例 4.12 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 小 应变 张 量 的 物理 分 重 与 位 移 矢 量 的 物理 分 量 的 
几何 关系 。 从 实体 形式 出 发 , 则 
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上 -之 € i1, NOE. = zh Y+ Yu)= 


» 如 


ii=| 


E+ Ou 


lve ee) pe) 
= >» [a 让 0)ej)) 汪 高 Cutie 是 | 


-也 [ 售 党 双全 F WD ee, + Hie: 26 + 


or 


, 日 


dr | 


ult) Dei 


A dr 


je 


(4,9.21) 


将 (4.9..15) 式 代入 上 式 ， 六 分 别 了 Ecij) (i 一 ],2,3;) 二 1,2,3) 的 各 分 量 ,得 到 正 交 曲 


线 坐 标 系 中 物理 分 基 表 达 的 几何 关系 如 下 ， 


atl) 1 9 1 9 
cy 2 一 一 3》 
DA gr NA ri .A 
] dui2y 1 9A, 1 A, 
和 = 人 
E {22 = + A 有 ul} 十 re ut3) 
1 3u3) ,1 34 1 34， 
9 二 一 一 2 
3 3 A a RA Ar 
e010) 二 工 [ La 人 1 ul) wD 34 u(2) dAs 
zl A: dar AlA, ar’ AAA Ax 
e039) LL | 1 ous) ,1 du{2) wl2) a4 ui3) 9As 
让 加 2 4 Ar: 六 ar: AsA: dr 有 A, 有 A dr 
e (31) = 119u3) 1 au(1l) 41) da4 uw(3) dA 
oA ar A dr AAdr AA ar 
习题 
4.1 已 知 :标量 鹃 数 a， 
， a 可 
求证 ， 由 站 一 站 四 一 站 一 Ts, 


Aridxt 9x 


4.2 AMF 一 出 发 ,求证 ， 下 ,一品 


、， dg _ 
4.3 求证 : 于 - 


一 一 《有 [Te™ TT) 
dr 


4.5 已 知 : 9 为 标量 场 蝴 数 , 为 矢量 场 肾 数 。 


求证 : Y Cov)=p( Yo) (Vv 

4.6 已 知 : v ,w 均 为 矢量 场 函数 。 

求 还 : Vv Ww 二 Vw ro 二 (Vo) "Ww 
4.7 已 知 : 9 为 矢 莉 场 函数 ,@ 为 任意 矢量 ， 
求证 ; (eurlp Xa=[v? 一 Vvj]'a 

4.8 已 知 , WV 为 矢量 场 函数 ， 


(4.9. 22) 


第 4 章 曲线 坐标 张 蝇 分 析 


求 让 : 允 (下 ov)=uX (VY Xv)To XV XD Re Vu)tv (Vu) 
4.9 已 知 ; u,v 为 矢量 场 滞 数 ， 

求证 : YX CXo}=y (VD vy VY 和) 一 下 (vo) 
4.10 求证 :Y= VopY :TT) | 

其 中 名 为 标量 场 晴 数 ,了 为 二 阶 张 最 场 函数 ， 

4.11 已 知 ; 基 失 量 场 国 数 eurla 一 0,diva=0 

求证 : & 是 调和 遂 数 , 即 Y，Ve 一 0。 

提示 ; 可 先 证 VY XC(V XD 二 VY (Vr) 一 (Va)) 

4.12 已 知 : 标量 场 函 数 和 矢量 场 明 数 下 二 F'* 6， 

其 中 一 - 避 - (不 求 和 ) 

VE . . 

求 ， 正 交 曲线 坐标 系 中 grad$ ,divF,curlF 及 WY 和 一 V9 二 div grad#$( 要 求 按 e 展 
并 的 表达 武 )。 

4.13 已 知 : 加 村 坐标 系 中 矢量 场 丽 雪 F 中 表达 为 
= Pe, 二 Frey 十 Feste,y ee 是 7r;8,zx 方 向 的 单位 矢 
量 ) ;标量 场 冰 数 % 

求 : Christoffel 符号 与 e ,es,e; 对 你 标的 导数 ;用 两 
种 方法 求 grad$ ,divF,curlF 及 V2$, : 

4.14 已 知 : 球 坐 标 系 中 矢量 场 王 数 下 可 表达 为 RF 一 “ 
6 十 Foen 语 Poetes ee 是 六 中 区 方 向 的 单位 矢量 , 见 图 4,18 球 坐 标 系 
网 4.18) ;标量 场 函数 $， 


~ 


求 ; Christoffel 符号 与 6, ,es,e, 对 从 
7 钱 fk=const) 标的 导数 ;用 两 种 方法 求 grad$, divF， 
cutlF KRY, 

4.15 已 知 : 二 维 空间 中 tx,s) 誉 标 系 
如 图 4.19。 其 中 ;是 沿革 -… 物 体 表面 的 出 
线 边 界 弧 长 (选择 物体 表面 某 一 确定 点 为 
起 始点 ),n 为 沿 物 体 表面 外 法 线 的 长 度 
《从 物体 去 而 起 算 ) , 则 物体 外 部 域内 每 … 
点 的 坐标 均 可 用 as tx 二 n,z 二 5)} 描 述 
Rn (Cn 芝 0， 物 体 表面 每 点 处 的 曲率 半径 吕 其 
对 * 的 各 阶 导 数 均 为 已 知 。 
| 求 ; 用 只 Cs) 及 其 导数 ,坐标 ?8 表示 
以 下 各 其 ， 

图 4. 19 《〈《m, 人 坐标 系 (1) Lamé 参数 A,B， 


。 环 量 分 本 (各 2 贱 ) 


《2) 用 Cn,5) 坐标 线 单位 切 向 矢 景 如 ,e, 表示 基 矢 量 8 ,8 

(3) 用 矢量 的 物理 分 量 wta) 一 ,wu, 表示 其 张 量 分 量 ,4,。 

(4) Christoffel 符号 Po 。 

(5) 车 F 为 标量 场 ,#= ze 十 ke, 为 矢量 场 , 求 YFY 1 Xu,V ?了 的 表达 


式 (V :f=V VD 门 。 


4.16 已 知 : z* 为 直角 坐标 ,x' 为 抛物 柱 面 坐标 如 图 4 20 ,它们 之 间 满 足 关 系 ， 
2 一 人 一 人 
= a rr 
2 

其 中 a= 常 数 实 0 

求 : 对 于 x 坐标 系 ( 只 研究 上 半 平 面 ) 

(1) 基 矢 量 . 上 度量 张 量 。 

《2) 用 矢量 的 物理 分 量 来 表示 矢量 的 张 量 分 量 。 

(3) Christoffel 符号 TY 。 

(4) 为 标量 场 函 数 ,a= ug' 为 矢量 场 请 数 , 求 ?f,Y，W, 人 XUV 7 的 表达 式 。 


~ 


避 线 (x!=const)} 


图 4.20 抛物 柱 面 坐标 系 图 4,21 圆锥 面 坐标 系 


4.17 利用 Green 公式 证 明理 想 流体 动力 学 方程 : 
2 一 所 一 Vp 


(其 中 户 为 压力 场 ,p 为 密度 ,w 为 加 速度 ,了 为 体力 ) 


4. 18 求证 Stokes 公式 ， |(gxv) .de =- 和 .dj 


的 了 

4.19 已 知 :圆锥 面 如 图 4.21, 用 (zx, 几 表示 圆锥 面 坐标 系 。 

求 R! 22 

4. 20 求证 多 为 完整 系 的 必要 条 件 ( 对 于 单 连 通 域 也 是 充分 条 件 ) 为 
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{fh 
FT | 


4.21 试 利用 完整 系 与 非 完整 系 的 转换 关系 ,由 完整 系 中 任意 正 交 曲线 坐标 的 平衡 
方程 导出 圆柱 坐标 系 (r,bz) 中 用 物理 分 量 表 示 的 平衡 方程 (应 力 的 物理 分 基 记 为 p,， 


Po) 。 
4. 22 后 上 题 , 试 导 齐 球 坐标 系 (ryb,9) 中 用 物理 分 量 表 示 的 平衡 方程 (应 力 的 物理 


分 量 记 为 Dr: pres )o 

4.23 A 设 

= Vgu, As= Vga, hs= Vgs 

4. 24 法 时 由 小 位 和 本 品 下 国术 里 系 物理 分 上 的 变 与 位 移 的 几何 关 
系 ,，( 以 usrsus 表示 位 移 的 物理 分 量 ,6 ，… ,es,… 表 了 示 应 变 的 物理 分 量 ,) 

4.25 试 导 出 小 位 移 情况 下 球 坐标 系 中 用 物理 分 量 表 示 的 应 变 与 位 移 的 几何 关系 。 
(以 ur ,usue 表示 位 移 的 物理 分 量 ,所 ，,… ,és "表示 应 变 的 物理 分 量 .) 

4.26 从 稍 卡 儿 坐 标 系 的 NavierStokes 公式 出 发 , 写 出 任 章 曲线 坐标 系 中 该 方程 的 
张 量 分 量 形式 。 进 一 步 写 出 圆柱 坐标 系 中 的 物理 分 量 形式 。 

Ei dv dv, QU, 


HH ar ?dy EE 


_r lap,.i gv 2 全 AH 9 /dv | dv, ) 

=F, J + 
St 种 十 te a 

的 ] 3 2 (3 区】 nH 日 Cs dm 了 

= Pay pp\dxr Tp3y 9r ay a 


1 ap KH afd | dv, | dv 
名 + 全 + 千 芝 片 郑 到 (下 二 下 + 个) 
4.27 从 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 LameNawier 方 出 写 出 任意 坐标 系 中 该 方程 的 张 


量 分 重 形式 。 


dur Fu du, 1 /du du, 2 I 
工 工 I _ 3 Ei 一 站 

和 ay: 二 开元 于 (下 dy az +t€ 

J, A de, 1 du Ou, 9 了 4 I 
0 

3 ay de Ti- Ee 

Bu dH au 1 919u | du, | du ) I 
十 二 Jp 

Ep + 这 到 区 (下 ay 2 te 
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物理 学 和 力学 中 的 许多 张 量 是 定义 在 基 个 空间 曲面 上 的 ,例如 , 湾 索 中 的 应 力 \ 应 变 
场 , 滑 曲 面 流动 的 流体 边界 层 中 质点 运动 的 速度 ,如 速度 和 此 力 等 。 本 章 介绍 三 维 
Euclidean 空间 中 二 维 曲面 的 基本 知识 ,曲面 论 的 基本 定理 ,曲面 上 张 量 场 函 数 微分 学 。 


5.1 曲面 的 基本 知识 


5.1.1 曲面 的 参数 方程 与 Gauss 坐标 


邮 侧 是 同 于 三 维 Euclidean 空间 中 的 一 个 二 维 的 子 空间 。 图 5. 1 示 有 曲面 上任 一 点 
了 的 失 生 为 9 (zyys) ,其 中 ,ry yyz 是 三 维 Euclidesn :| 
鹤 间 中 的 向 卡 儿 举 标 。 向 曲 向 是 满足 做 数 方 程 
(5.1. 1) 式 的 二 维 空间 中 点 的 集合 ， 


X= 区 (全 
y= ye) (5. 1. 1) 
一 全 ) 

工 式 中 参数 ( 仁 ,82) 称 为 曲面 的 Gauss 坐标 , 它 应 当 满 


是 以 下 条 件 ， 
(1 zy52 是 (S$' ,6 ) 的 单 什 连续 ,可 微 的 畏 数 。 上 . 
(2) (0 ,6 ) 在 二 维 实 数 域 中 定义 ,应 限制 从 1,8:) 图 5.1 向 而 上 的 Gauiss 坐标 

的 取 值 范围 ,使 对 应 曲面 睫 的 点 对 十 (' ,8 ) 有 -… -对 


应 的 关系 。 
dr dy ez | 
四 
(3 和 天 陆 的 秩 {(rank) 处 处 为 2。 
dx ny pz 


1 


of oe 加 OE ”1 


曲面 上 每 -- 个 点 的 舌 径 p 可 以 表示 为 
PP 一 -十 3 十 是 一 站 人) 一 PE (5. 1.2) 
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式 中 记忆 ,二 为 笠 卡 儿 坐 标 系 中 的 正 交 标准 化 基 。 有 曲面 上 $* 固 害 、 只 改变 值 的 点 的 
集合 构成 一 族 6 线 ,&' 固定 .只 改变 站 ? 值 的 点 的 集合 构成 一 族 8* 线 ;$1,$" 两 族 曲 庆 
组 成 了 曲面 上 的 坐标 线 。(5. 1. 2} 式 表示 曲面 上 每 一 个 点 都 是 一 条 $! 线 与 一 条 7 线 的 
交点 ， 通 常 ,对 于 每 一 个 曲 荀 ,可 以 选择 无 数 种 曲线 坐标 ,两 族 坐 标 线 不 一 定 互相 正 交 ， 
1 与 &? 也 不 一 定 具有 长 庆 的 量 岗 。 当 然 , 人 们 总 应 选择 对 解决 某 个 具体 门 题 最 方 使 的 
坐标 系 ， 


5.1.2 ”曲面 的 基本 矢量 
在 曲面 上 的 任 一 点 PCE',E:) 处 ,可 以 定义 协 变 基 矢量 
pp (a 1,2) | 


协 变 基 矢量 p, ,p :分 别 沿 着 二 ,E 众 标 线 的 切线 方向 ,确定 了 一 个 在 了 点 处 与 曲面 相 
切 的 平面 五 ,如 图 5,2 示 。p1 与 #1 应 满足 

piXps¥ 0 
协 变 基 矢量 总 是 与 所 讨论 的 曲面 上 的 点 相 联系 的 ,是 随 
点 变化 的 局 部 基 矢 量 ,p 1 ,8 :一 般 不 是 正 交 单位 矢量 。 
曲面 上 经 过 了 点 的 任 一 条 曲线 的 切线 都 在 过 该 点 的 切 
平面 内 。 

当 点 已 沿 着 曲 而 上 某 一 曲线 ds 侈 动 至 其 邻 域内 男 
一 点 Q 时 ,作为 其 主 部 ,可 以 用 曲面 在 了 点 处 的 切 平 。 / 
面孔 内 的 矢量 dp 来 表示 矢 径 的 增 量 Ap ,由 (5.1.2)， 灰 
(5, 1,3) 式 ,有 图 5.2 曲面 的 基本 矢量 


dp- 对 由 — dé'p, (5.1.4) 


故 双 针 的 微分 48。 可 以 看 作 是 矢 径 的 微分 由 对 于 p, 分 解 的 分 量 ， 当 直面 上 的 Gauss 内 
祭 进行 坐标 转换 时 ,由 (5. 1. 4) 式 可 知 , 协 变 基 矢 量 满 足协 变 分 量 的 坐标 转换 关系 : 


py 一 TYp PP 一 .他 pr (5. 1, 5a) 
式 中 os 
口 辣 * 可 _ 
fap 一 3 1 = Te (8.115) 


作 切 平面 二 的 法 线 ， 它 将 平行 于 曲面 在 了 点 处 的 法 线 。 定义 曲面 上 一 点 处 的 单位 法 


向 矢量 rr 为 
"= eT (5.1.6) 
pixXp: 


邵 规定 hn 与 p 1 ,PP 构成 右手 系 , 旦 
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1 px 一 0 《5. 1,7) 
曲面 的 定向 是 可 以 选择 的 ,元 定 按 (5.1,6) 式 取 曲 面 的 法 向 矢量 时 曲面 是 正 向 的 ,而 


浪人 文人 取 曲 面 的 法 向 矢量 时 曲面 是 反 向 的 。 
两 个 线性 无 关 的 协 变 基 矢 量 p1;p; 与 相应 的 法 向 矢量 n 共同 构成 了 曲面 上 每 点 的 从 
标 架 或 基本 矢量 ,当然 ,它们 是 随 点 (坐标 #:,#5) 变 化 的 。 
还 可 以 定义 曲面 在 P 点 处 切 平面 内 的 另 一 组 参考 矢量 p :62 ,它们 与 协 变 基 撩 量 p，， 
p: 之 间 满 足 对 偶 关系 


PP 一 人 (5. 1.8) 
p1p: 称 为 道 变 基 和 基 量 ， 当 所 到 曲面 的 Garss 坐标 系 变化 时 , 逆 变 基 矢 量 应 满足 矢量 的 
道 变 转 换 关系 ; p 
pr= yp” p=op* {5.1.9) 
一 般 说 来 , 协 变 基 矢量 p1,p :可 以 不 是 单位 拓 1A BsindDY 
量 , 并 且 不 一 定 互相 正 交 ,如 图 5.3 示 。 记 
15 | 一直 《5. 1. 10a) 
lp:|=8 (5. 1. 10b) 
且 它 们 之 间 的 来 角 为 9。 由 (5.1.7) 式 得 
Ip' {|= 1 (Asind) {5.1,1]a) 
12 :|= 1 (CBsind) (5.1.11b) 


5.1.3 曲面 的 第 一 基本 张 量 


曲面 上 也 点 至 相 邻 的 Q 点 之 间 的 距离 (如 图 5.2 示 PQ 曲线 线 元 长 度 ds) 用 该 点 处 
切 平面 内 相应 的 切 向 矢量 dp 定义 ， 


HAsind} 


5.3 曲面 上 的 基 矢 量 


ds = dp*: dp= pa pdt dd (5, 1. 12) 
定义 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 ce 为 
dp = Per pp (5.1.13) 
由 (5.1.8)，( 5.1,9) 式 可 以 定义 曲面 的 第 一 基本 形 
IT = ds = asderdee (5, 1. 14) 
由 (5. 1. 13) 式 知 am 对 于 指标 ,8 为 对 称 , 即 
Un 一 人 pu {5,1. 15a) 


由 对 侦 美 系 (5.1.8) 式 和 (C5. 1. 13) 式 易 证 up 也 是 将 协 变 基 矢量 对 北 变 基 秋 量 分 解 式 

的 系数 ， . 
PP 一 app (5. 1. 15b) 
由 aws 的 定义 (5. 1. 13) 式 与 (5. 1, 5) 式 易 证 当 坐 标 转换 时 a 满足 二 阶 张 量 分 量 的 协 变 转 
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换 关系 ,所 以 an 是 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 且 有 
a 二 六? «5.1.16a) 
全 2 王 B: 《5。 1 16b) 
a = a = ABcosd {5.1,16c) 


显然 a 是 反映 曲线 坐标 系 其 矢量 的 长 度 与 夹 角 的 最 基本 的 几何 量 。 上 式 中 A,B 称 为 
Lamé 参数 ,它们 是 曲面 上 的 点 沿 爸 标 $',#* 线 有 每 单位 坐标 增 量 时 移动 的 缠 长 ,如 


图 .1 示 。 
将 首 变 基 矢 量 对 协 变 基 矢 量 分 解 ,有 
p=aps {5.1.17a) 
将 上 式 左 右 两 端点 积 男 一 逆 变 基 矢 量 , 利 用 对 侦 关 系 可 证 ; 
2 pep’ (5, 1. 17b) 
且 有 
a a (5, 1, 17c) 
由 (5.1.17b) 式 和 (5, 1, 9a) 式 易 证 a 是 二 阶 张 量 的 逆 变 分 量 ,a* 与 ae 之 间 满 足 : 
are1 一 名 《5. 1. 18a) 
构 作 下 列 具有 对 于 坐标 的 不 变性 的 二 阶 张 量 实体 &( 也 可 记 作 ,定义 为 第 一 基本 
张 量 


a= I= awp'p = a ppe= bp p= Omep 


一 airpep ar ppe= dt ppe= 6 pp (5.1.19) - 


将 第 一 基本 形 系数 的 行列 式 值 记 作 a, 唱 


ll dle , 
a = detkass) = = dd — dnd = A Bsin'8 ‘5, 1. 20a) 
da U2 
显然 
detCa®) = l/a (5, 1, 20b} 
并 有 
a C5. 1. 18b) 
a a & 


4a 是 与 曲面 的 面 元 素 相 联系 的 几何 量 。 如 图 5. 1 示 , 由 两 对 坐标 线 上 ,十 卜 : 与 
十 卜 所 围 成 的 曲 边 四 边 形 面 元 ,其 面积 为 
[pdét! xX padé’:|= ABsinddt de’ ~ Yadé de’ 
今后 ,用 矢量 由 来 表示 面 元 ,其 方向 为 面 元 的 法 线 方 向 ,大 小 等 于 面 元 的 面积 , 即 
dA = pdi! x pdt’ = nyadé!de? {5.1,21) 
而 由 (5. 1, 6) 式 表示 的 曲面 的 单位 法 向 矢量 为 
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n= xP: (5, 1. 6a) 
Ya 
且 
piX p;= Van {5, 1. 22) 


车 曲面 上 茶点 处 定义 有 该 点 切 平面 内 的 任意 失 量 $, 可 以 将 该 点 处 的 基 矢 量 分 
解 为 


$= Sp,—= Sap’ (5. 1. 23) 
容易 证 明 ,5 的 道 变 分 量 与 协 变 分 量 用 第 一 基本 形 系数 升降 指标 ; 
Sas, =a, 《5. 1. 24) 
且 
Q+* 仿 一 全 ,一 全 C5, 1, 25) 


所 以 ,第 一 基本 张 量 也 就 是 曲面 的 度量 张 量 ,或 单位 张 量 . 


5.1.4 曲面 的 第 二 基本 张 量 


为 了 解 曲面 王 在 已 点 处 的 弯曲 程度 ,需要 研究 则 面 上 已 点 ( 矢 径 为 p ) 邻 域内 的 点 Q 
(其 径 为 p 十 ap) 至 了 点 处 曲面 的 切 平面 开 的 有 向 距 
训 | 
人 一 用 Ap 
式 中 Ap 可 以 从 p (55,65 的 泰 惑 级 数 展开 得 到 ， 


9 。 1 , 
Mp = He + 


加 四 
= 0p.de "十 7 ee dE 十 


上 式 中 被 略 去 部 分 是 眶 “ 的 三 次 及 王 次 以 上 的 小 量 。 考 图 5.4 曲面 的 第 二 基本 形 
虑 到 了 点 处 的 法 线 与 该 点 处 的 协 变 基 秋 草 互 相 垂 直 , 即 


好 
ne = np (5. 1, 26) 
故 . 
_ 全 — a a 如 8 
28— Zn Ap=n Fndé 人 十 
定义 23 的 主 部 为 曲面 的 第 二 基本 形 
由 .dead = bodé "dé (5. 1.27) 


. ， . AaE“ gE 
上 式 中 bs 称 为 曲面 的 第 二 基本 形 系数 。 将 (5, 1. 26) 式 左右 端 对 &' 再 求 一 次 导数 ,并 将 
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所 得 到 的 n。3es 和 1.27) 式 ,可 知 


2: a : . 

六 一 有 人 一 下， 5 = 一 总 “ps (5.1.28a) 

由 上 式 可 知 ,by 满 足 二 阶 张 晤 协 变 分 量 的 坐标 转换 关系 , 且 有 
| . bg 一 bao | (5, 1. 28b) 
bs 是 对 称 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 可 以 利用 第 一 基本 张 莉 分 量 对 其 升降 指标 : 
A! = bys ba = a hy i 一 四 (5, 1], 29a) 

构 作 其 并 矢 表 达 式 , 记 作 忆 
b=hp p=bp pa = pa pp (5. 1. 29b) 
定义 上 为 曲面 的 第 二 基本 纺 量 。 第 二 基本 形 系数 io 的 行列 式 值 记 作 8 

py he ， 
bo det(p.s) 一 = 有 | 机 2 一 bs hel {5.1.30) 


由 (5. 1 27) 式 可 知 , 当 曲 面 的 法 线 半 与 ap 夹 角 为 锐角 时 ,第 二 基本 形 为 正 ， 如 二 者 
的 夹 角 为 钝 角 , 则 第 二 基本 形 为 负 。 

第 一 ,第 二 基本 形 都 旺 反 映 曲 面 风 何 性 质 的 基本 几何 量 ,前 者 反映 了 曲面 上 线 元 及 其 
夹 角 的 度量 ,是 曲面 的 内 豪 儿 何 量 ; 而 后 者 反映 了 曲面 的 弯曲 程度 , 即 曲面 的 外 部 几何 特 
性 。 在 微分 几何 学 中 证 明 ,直面 的 几何 形状 将 完全 由 其 第 一 .第 二 基本 形 确 定 ， 


5.1.5 则 面 上 曲线 的 曲率 ,曲面 的 法 截面 赐 率 、 主 曲率 、 
平均 曲率 与 Gauss 曲率 


5.1.5.1 曲面 上 曲线 的 曲率 .Fremet 公式 . 
设 曲面 上 有 某 曲 线 CC 上 各 点 的 矢 径 为 p (后 ,87), 则 曲线 忒 的 参数 方程 为 
p=pt Ct (0) = p(s) (5, 1.3]) 
上 式 中 ,采用 曲线 的 弧 长 ;为 自然 参数 。 即 上 各 点 
的 曲线 坐 标 &1,&? 均 为 弧 长 ;的 函数 。 定 义 曲线 C 
上 菜 - -点 Pu 处 的 切线 方向 单位 矢量 上 为 
1 dp (5. 1. 32) 


. . ds 

曲线 C 上 P; 点 处 的 密切 画 为 ;Pu 点 在 曲线 上 上 的 邻 
域内 的 卫 点 与 忆 处 上 C 的 切线 上 构成 一 个 平面 , 当 了 
无 限 趋 近 于 P, 时 ,该 平面 的 极限 位 置 称 为 曲线 己 在 
P, 点 处 的 密切 面 ,如 图 5.5 示 。 当 CC 为 平面 曲线 时 ， 
密切 面 就 是 CC 所 在 的 平面 。 


图 5.5 曲面 上 的 曲线 


0 ... 


张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 


在 Pu 点 处 ,垂直 于 曲线 C 的 切线 ! 作 一 个 平面 ,平面 内 所 有 直线 都 秋 直 于 4, 称 为 C 
在 P. 处 的 法 线 。 其 中 在 密切 面 内 的 法 线 称 为 C 在 P。 点 的 主 法 线 , 主 法 线 方向 的 单位 矢 
量 用 表示。 在 微分 几何 学 中 ,著名 的 Frenet 公式 给 出 了 单位 矢量 1 与 rn. 之 间 的 关系 ; 


dt 
= Ke 《5. 1. 33) 


定义 名 为 曲线 C 的 曲率 。 此 处 可 以 任意 规定 nn. 的 正方 向 , 当 i 指向 曲线 的 曲率 中 心 时 ， 
x, 为 正 ; 而 当中 背 向 曲率 中 心 时 ,ex 为 负 。 将 (5. 1. 32) 式 代 人 (5.1.33) 式 ,得 


CF 一 wm。 (5. 1. 34) 
ds 


下 面 进 一 步 给 出 曲面 上 曲线 的 曲率 与 昌 面 的 第 一 ,第 二 基本 形 系数 的 关系 。 设 曲面 
在 P. 点 处 的 法 线 方向 单位 矢量 为 n,n 与 曲线 C 的 主 法 线 #. 的 夹 角 为 ,将 (5.1,34) 式 等 
号 左右 同时 与 # 求 点 积 , 得 


2 
5 + KN :A= Kcosy (5. 1. 35) 
3 


上 式 左 端 可 以 进一步 用 曲面 的 第 一 ,第 二 基本 形 系数 表示 。 


dp _ 9p dr _ ,ee 

ds at ds “ds 
得 到 

dp _ dp. dt’ | pd 


ds’ ds ds tp. ds 


将 上 式 代 人 (5.1. 35) 式 左 映 , 并 考虑 到 与 p , 正 交 , 则 
dp dp, ， ne 二 眉 " det 38, ， _ 由 dp ， 


dd 一 下 
各 久久 未 形 了 让 C6 1 14) 2) 式 代 大 开 式 风 135) 起 可 内 于 


四 
cosy dr 一 了 a dE der (5, 1. 36) 


上 式 说 明 卓 面 上 曲线 的 曲率 不 仅 与 该 曲面 的 基本 特性 有 关 , 还 与 曲线 的 密切 面 的 方向 
(由 角 ) 有 关 。 

5.1.5.2 曲面 的 法 截面 曲率 

通过 曲面 的 法 线 所 作 的 裁 面 称 为 法 截面 ,如 图 5. 6 所 示 。 法 截面 与 曲面 相交 的 曲 
线 称 为 法 截面 眼线 ;其 曲率 “ 称 为 此 面 的 法 截面 曲率 ， 令 (5. 1. 36) 式 中 风 一 x, 即 规定 


的 方向 与 站 的 方向 相反 ,得 
I _ bedéds?  , de" dé! (5. 1. 97) 


K 一 一 二 


I 上 ds 
法 截面 曲率 的 正 负 号 是 这 样 决 定 的 :图 5.6 示 当 曲面 的 法 线 a 其 正方 向 为 p1Xp :的 方 
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向 ) 背 向 法 截面 曲线 的 曲率 中 心 时 , 按 (5. 1. 27) 式 第 二 基本 形 为 负 值 ,此 时 法 截面 曲率 « 
为 正 ! 反 之 , 当 曲面 的 法 线 # 带 向 法 截面 曲线 的 曲率 中 心 时 , 则 为 负 ，(5. 1,37) 式 可 以 
给 予 十 分 明了 的 几何 解释 :图 5.7 示 曲 面 了 上 P 点 处 法 截面 曲率 半径 为 及 ,其 部 域内 点 只 
至 了 点 处 切 平面 卫 的 距离 之 主 部 为 一 了 /2,PQ 的 产 长 为 ds; 则 

— [1 /2 Rl — cosp) 


5.6 曲面 的 法 截面 与 法 截面 


了 恒 


线 图 5.7 曲面 的 法 截面 曲率 与 第 一 、 
第 二 基本 形 的 几何 关系 


故 曲 面 的 法 截面 曲率 


此 即 (5. 1. 37? 式 。 

在 曲面 上 每 一 点 处 可 以 作出 无 数 法 裁 面 ,不 同方 向 的 法 截面 具有 不 同 的 由 与 内? 
的 比值 ,由 (5, 1, 38) 式 可 以 计算 枉 意 方向 的 法 截面 曲率 。 记 沿 &' 方向 (此 时 蝶 :一 
1 : 人 0) 的 法 截面 曲率 为 1/R',; 沿 方向 (此 时 拓 1 :内 ? 一 0 ; 1) 的 法 截面 曲率 为 1/R',， 
划 由 (5, 1. 36) 式 知 ， 


1 

R”, 一 Qi 《9， i, 38a) 
1 bsz 

一 名 5, 1. 38b 

R 2 os ( ) 


式 中 法 截面 曲率 的 倒数 R', ,R'; 称 为 曲率 半径 。 注 意 勿 将 沿 坐 标 线 方向 的 法 截面 曲率 与 
坐标 线 本 身 的 昌 率 相 混 消 。 没 坐标 线 方向 的 法 截面 曲线 一 般 不 是 坐标 线 , 法 截面 曲线 必 
定 是 平面 曲线 ,而 坐标 线 不 一 定 是 平面 曲线 ,即使 是 平面 曲线 也 不 一 定 在 法 截面 中 , 轿 5. 6 
给 出 其 几何 表示 。 例 如 旋转 曲 曾 的 缠 线 (平行 加 可 以 是 一 族 & 举 标 线 , 但 它 显然 不 是 法 
截面 曲线 。 
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5.1.5.3 曲面 的 主 曲率 、 平 均 曲 率 、.Gauss 曲率 

通常 ,曲面 上 某 确定 点 P 的 法 截面 曲率 随 着 法 截 而 的 方向 ( 即 de : dé: 的 值 ) 而 变 
化 ,现在 来 研究 在 什么 方向 的 法 截击 曲率 取 极 大 值 与 极 小 信 。 设 P 点 处 法 截面 曲线 的 切 
线 方向 单位 矢量 为 1, 由 (5, 1, 32) 式 


t--p 守 - Ep 。 ， (3.1. 39a) 
其 中 上 的 赣 变 分 量 为 
‘一 人 (5. 1. 39b) 
由 于 上 总 是 单位 矢量 , 故 上 满足 
站 (5. 1. 40) 
而 由 (5. 1. 37) 与 (5,1. 39b) 式 , 沿 1 方向 的 法 裁 面 有 曲率 * 与 1 的 关 素 为 
k=— het'tt 一 一 二 (5, 1,41) 


于 是 问题 归结 为 在 约 东 条 件 (5. 1. 40) 下 求 (5. 1, 41) 式 的 条 件 极 值 问题 。 可 以 采用 
Lagrange 履 子 法 求解 , 即 化 为 求解 下 列 方程 组 的 问题 ， 


二 bg te 十 AssteiP 一 ] |=0 (中 一 1 2) 


式 中 是 Lagrange 乘 子 ， 考虑 到 5 二 一 9 及 an vb 的 对 称 性 ,上 式 可 化 为 


一 由 十 各 wp = 0 (w= 1,2) 
将 上 式 指标 w 升 高 ,并 考虑 公心 一 3 , 则 
(下 (w= 1,2) (9,1. 42a) 
或 记 作 张 量 实体 形式 
(bh—aa}*t—0 (5. 1. 42b) 
上 述 齐 次 线性 代数 方程 中 具有 非 零 解 的 条 件 是 上 其 系数 矩阵 行列 式 值 为 誉 , 郧 
| 一 6?|=0 {5.1.43a) 
或 写作 
A th tat hp — bb)=0 {5, 1, 43b) 
(5.1. 4) 式 实际 上 就 是 第 一 b 的 特征 方程 ,其 系数 分 别 是 8 的 二 个 主 不 变量 , 记 作 
La 2 + Be = doy + Aial (5. 1. 44) 
detb= bibis blab 一 na “5.1.45) 


因此 方程 (5.1. 43) 的 两 个 特征 根 kb ,Ahz; 也 是 45 的 标量 不 变量 ,与 所 选择 的 坐标 系 无 关 。 
在 第 2 章 中 已 经 证 明 , 对 称 二 阶 张 量 ( 此 处 为 台 ) 的 特征 值 A,Aiw 必 为 实数 。 若 

A 基 4sy ,所 对 应 的 特征 方 册 必定 正 奖 ; 芝 祝 ;二 机 y, ; 则 二 维 空间 中 (此 人 处 指 所 讨论 的 曲面 

上 点 的 切 平面 上 ) 任 ~ 方向 都 是 其 特征 方向 ,将 Xi ua 代 人 (5.1 42a) 式 解 得 的 特征 方向 
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称 为 曲面 在 该 点 的 主 方向 。 不 论 何 种 情况 ;可 以 取 曲 硬 上 所 讨论 点 的 主 方 向 上 一 对 正 奖 
标准 化 基 矢 量 ,tes 作为 基 矢 量 ,在 这 组 基 中 ,不 仅 是 曲面 的 第 一 基本 张 其 ,而且 其 第 二 
基本 张 量 可 以 同时 化 为 对 角形 标准 型 ， 即 


a= fot 十 上 nt 5.46) 
B=Avtvyto taatats 《5. 上. 47) 

且 有 
bot = Anto a 不 求 和 ,a 一 1,2 | (5. 1. 48) 


在 两 个 主 方向 上 曲面 的 法 截面 曲率 称 为 曲面 在 该 点 点 的 主 屿 率 ,分 别 用 1/Ri,1/R 表 
示 。 令 (5.1.41) 式 中 上 分 别 为 Eta ,将 (5.1.47) 式 民 和 (5.1.41) 式 ,可 知 


] 
RR 一 一 上， - RE- 一 一 Aigy : - 《5.。 1. 488 
i 2 


上 式 表 明 曲 面 的 第 一 ,第 二 主 曲率 在 数值 上 分 别 等 于 第 二 基本 张 量 的 两 个 特征 值 ,但 管 号 相 
反 , 这 是 由 于 曲面 的 法 截面 曲率 与 第 二 基本 形 各自 正 负 号 的 规定 所 致 ( 见 图 5. 6 与 5. 7)。 

和 欲求 曲面 上 任 一 点 处 任意 方向 :的 法 夫 面 则 率 1R, 可 将 65. 1 47) 式 代 人 《5.1 41) 
式 ,用 该 点 处 两 个 主 曲 率 以 及 1 与 第 -- 主 方向 to 的 夹 角 68 表 示 


=*= Leosr 0 2sintd 65.1.49) 
定义 曲面 在 所 研究 点 的 平均 曲率 日 为 该 点 的 两 个 主 曲率 之 和 多, 当 坐 标 架 旋转 时 ， 
它 保 持 不 变 , 即 


1 1 1 

H= 二 + 训 一 名 一 一 Qw 二) = 让 十 就 C5. 1. 50) 
而 曲面 在 一 点 处 两 个 主 有 曲率 的 乘积 称 为 曲面 在 对 应 点 处 的 Gauss 曲率 天， 
K= 二 总 二 和 = detbs ~ derCarbas) : 

= (deta”™ )(deths) = 2 6.1.51) 


式 中 a,6 分 别 为 第 一 ,第 二 基本 形 系 数 的 行列 式 值 , 其 凑 达 式 分 别 见 (5. 1, 20a) 式 与 
(5,1.30) 式 ， 

如 果 的 特征 方程 (5. 1.43) 式 具有 和 两 个 相等 的 实 根 ,40) 一 Am , 则 曲面 在 该 点 处 任 一 
方向 的 法 截面 曲率 均 相 同 ,在 该 点 附近 是 一 个 球面 , 任 一 方向 均 可 作为 其 主 方向 ,该 点 称 
为 曲面 的 膀 点 。 在 脐 点 处 ,第 二 基本 张 量 是 球形 张 章 ， 


外 ”甘于 平均 曲 奉 的 定义 ,本 书 采用 微分 几何 学 权威 L. P. Eisenhart 在 他 的 两 部 经 典 名 著 中 的 定 祥 。 见 :上 L.P 
Eisenhart, A treatise on the gifterential geometry ul curves and surfaces. Boston: Ginn and Company, 1909,p, 123, 


L. P. Fisenhart, Riemannian geomelry. Latcke & Wulff, and Princeton University Press, 1925. m 168. 
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张 量 分 伯 ( 第 2 须 ) 


b= A (5, 1, 52ay 
和 -各 一 (5. 1. 52b) 
1 Aas 


如 果 曲 面 上 处 处 的 第 二 基本 张 量 都 是 相等 的 球形 张 量 , 则 这 个 曲面 是 球面。 


5.1.6 曲率 线 , 主 坐标 , 渐 近 线 


设 曲面 上 的 一 条 曲线 C 上 每 一 点 了 处 的 切线 正好 都 旦 该 曲面 在 忆 点 的 主 方 问 , 则 称 
则 线 C 是 该 曲面 的 曲率 线 。 除 脐 点 外 ,曲面 上 每 一 点 都 有 唯一 确 举 的 黄 个 互相 正 交 的 主 
方向 ,所 以 有 唯一 确定 的 两 组 互相 正 交 的 曲率 线 , 曲 率 线 在 整个 曲面 上 构成 两 族 互相 正 交 
的 曲线 网 。 
由 (5. 1.42a),(5. 1.39b) 式 ,每 族 昌 率 线 应 满足 方程 组 ， 
站 de 一 de 一 0 
ee =0 
将 第 一 .第 二 主 曲率 40 = 一 1/Ri ho 一 一 17R 分 别 代 人 上 式 ,并 逐一 解 此 微分 方程 组 中 
就 可 以 求 得 二 族 曲 率 线 。 也 可 以 从 方程 组 (5. 1, 53) 直 接 消去 4, 得 
bdel) + Cb ~ Poddé dé + hm (dt) =0 
利用 第 一 基本 张 量 的 道 变 分 量 电 将 上 式 中 的 加。 写成 协 变 分 量 训 的 形 谍 ,并 利用 
(5. 1, 18b) 式 表示 a” ,在 等 导 左 右 消 去 1/e, 得 到 
Chia — adn) (dE) 二 (Den — ran}dél dé: + (heare — bao) (dt) = 0 
《5. 1,54) 
二 次 方程 (5. 1. 54) 世 可 作为 曲率 线 的 方程 , 它 可 以 分 解 为 两 个 因 式 ,每 个 因 式 均 为 咎 ， 
ds 的 线性 组 合 ,从 而 得 到 确定 曲率 线 的 岗 个 微分 方程 。 
她 果 将 曲率 线 选 作 华 标 曲 线 , 并 称 为 主 坐 标 线 ,这 样 确定 的 坐标 系 称 为 主 伏 标 。 显 
然 , 主 坐标 系 必定 是 正 交 坐标 系 。 在 主 坐 标 系 中 ,由 于 当 疏 "=0 时 ,由 "一 1 线 就 是 曲 
率 线 , 为 满 是 曲率 线 方程 (5. 1. 54) , 必 有 


(5. 1.53) 


um — haan =0 ‘5, 1, 55a) 
同 理 , 当 败 !=0 时 绒 ': 二 1,&? 线 也 满足 方程 (5. 1, 54), 有 
bladzs 一 as = 0 {5.1,55b) 


由 主 坐 标 线 的 正 交 人 性 可 知 ,(5. 1. 55avh)? 式 中 as 一 0, 故 必 有 如 二 0, 因此 ,在 主 坐标 系 中 
曲 硬 的 第 一 ,第 二 基本 张 量 的 分 量 ee 与 5 同时 化 为 对 角形 标准 型 。 即 
a= dpp 十 dwp pp, ds = a (dé'): + a Cdé)? {5.1.56) 
b=bpp rhpe, = hd )? br( dt) (5. 1. 57) 


中 囊 实 上 ;由 于 4 yo 是 特征 方程 (65.1, 43b) 的 根 , 所 尽 方 释 组 (5. 1. 53) 的 两 式 中 只 有 一 式 是 独立 的 ， 
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最 后 介绍 曲面 的 渐 近 方 身 与 渐 近 线 的 概念 。 在 曲面 上 某 点 处 , 若 存 在 使 曲面 的 第 二 基 

本 形 J[ 为 零 的 方向 , 则 称 该 方向 为 曲面 的 渐 近 方向 。 渐 近 方向 (dQ! : dt ) 应 满足 方程 ， 
HH = badé" dt = htdtl) :+ 2bdi dé + btdt) =0 (5,1,58) 

上 述 微 分 方程 可 以 分 为 以 下 三 种 情况 ， 

(1) 让 5 一 (0, 即 正 Gauss 曲率 情况 ,此 时 方程 (5. 1. 58) 无 实 根 ,曲面 不 存在 
渐 近 方向 。 

(2) be 一 Cb 1) 二 0, 即 零 Gauss 曲率 情况 ,方程 (5. 1, 58) 有 一 对 重 根 ,曲面 的 商 个 
浙 近 方向 互相 重合 。 

(3) Bbw 一 3)? <<0; 即 负 Gauss 曲率 情况 ,方程 (5, 1, 587 有 两 个 不 等 的 实 根 ,曲面 
存在 两 个 渐 近 方向 。 

如 果 曲 而 上 一 条 曲线 的 每 个 点 的 切 向 矢量 都 沿 着 曲面 的 渐 近 方向 , 则 称 这 条 曲线 为 
曲面 的 渐 近 线 。 如 前 述 , 对 于 图 5.8 示 正 Gauss 曲率 曲面 ,有 


六 二 1 boz 一 (bu ): 1 


a RR, 
不 存在 渐 近 线 ,任意 方向 的 法 截面 曲线 都 向 切面 的 同一 侧 弯 曲 , 主 曲率 1/R 与 17R， 
同 号 。 . 

对 于 图 5.9 示 替 Gauss 曲率 曲面 (如 柱 面 、 锥 面 ), 有 


一 bi bas (bi )” 二 
a 


> 


K 


图 5,8 正 Gauss 曲率 曲面 图 5,9 零 Gauss 曲率 曲面 


存在 善 一 族 渐 近 线 。 这 时 必定 有 一 族 曲 率 线 (由 (5.1.36) 式 其 有 曲率 x, 为 零 , 是 直线 , 设 为 
1 线 ) 与 这 族 浙 近 线 相 重合 ,而 另 一 族 曲率 线 与 浙 近 线 正 交 ， 在 主 坐 标 系 中 
入 一 页 一作 
对 于 图 5. 10 示 负 Gauss 曲率 曲面 ,有 


六 入 一 1 


h 加 RR, 


两 个 主 曲率 1/R, 与 1/ 已 异 号 ,存在 着 二 族 源 近 线 。 由 渐 近 线 的 定义 及 法 截面 曲率 与 第 


二 基本 形 的 关系 (5. 1, 37) 式 可 知 , 没 浙 近 线 的 法 截面 曲率 为 堆 。 设 在 该 曲面 上 某 一 点 卫 
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第 -由 不 线 (re 。 jn。 


ER 淆 这 线 te 


呈 曾 二 
第 0 
第 曲率 线 fK JR 


汤 近 线 tx =0) 豆 近 线 (k -人 
ns - 


图 5.10 页 Causs 曲率 曲面 与 急 平面 
处 , 渐 近 线 与 第 一 主 曲 率 的 曲率 线 夹 角 为 则 由 (5. 1,49) 式 ; 


1 站 ] 站 7 
:在 -一 3 四 
RR cos 十 R Sn 二 0 


即 


两 个 半 近 方向 与 主 方向 的 夹 第 应 相等 ， 两 条 浙 近 线 将 曲面 分 为 由 个 区 域 ， 对 项 的 两 个 区 
域名 自 具 有 正 的 (或 负 的 ) 法 截面 曲率 ,而 以 渐 近 线 为 分 界 ,法 截面 曲率 变 号 。 

在 一 些 不 用 张 量 表示 的 微分 几何 或 者 薄 庆 理论 的 教科 书 中 ,与 曲面 的 第 二 基本 形 有 
关 的 儿 何 参数 用 另 一 些 符 导 表示 , 现 给 出 以 下 的 对 应 关系 。 


在 任意 坐标 系 中 ， 
2 马 昌 2 
hi -= 总、 bs 一 = bh = 一 M= . bos = N -让 (5, 1.59) 


上 式 中 17Re 称 为 曲面 的 斤 率 。 上 忒 对 于 非 芋 坐标 系 的 斜 交 或 正 交 坐标 系 中 都 成 立 。 
在 主 坐标 系 中 ,法 截面 曲率 为 主 曲率 , 扭 率 1/Rs 为 零 CM= 0) ， 此 时 


bl 一 L 一 -全 ， bls 二 Pal 二 0， Pos 一 N -元 (5, 1, BOY 


例 5.1 求 图 5.11 所 示 闭 合 圆 环 曲面 的 基 矢 景 ,第 一 ,第 二 基本 形 系 数 , 主 曲率 ， 
Gauss 曲率 ,平均 曲率 。 曲 面 的 Gauss 坐标 选 为 (9, gp)。 

解 ” 设 箔 卡 儿 系 中 的 大 矢量 为 半 ,ii ,i ;, 圆 环 明 面 上 任 一 点 的 矢 径 为 

p=(R+rosind) cosgii + (Rrosing) singls + r, cosdi, 
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en 
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图 5.11 闭合 圆 环 曲面 


9 ， i 
p= = racosOcospiitrocosGsingi, —r, singi, 
a 


Pp: = —(R+r,sind) singi + (R+r, sinO)cosgpis 
n=singcosgil 二 singsingi, + cosOi, 
ui=p1* pi=n’ ,a =p2 * P01:= (Rrsing)’, a =arn=0,4=70 (R+rosing)’ 


9 dg s , 
pi = 一 也 六 Pi 二 rn, ， 赂 二 上 ps:=— (Rr,sing)sind, by = =0 


t pb sinb 
二 - 2 2 b=0 0 =ro( Rrosing) sing 
0 2 82 us 


1 Sinb -bh sing 
r, Ri+r,sing a ro(R++rosing) 


上 述 Gauss 曲率 的 表达 式 说 明 ,闭合 圆 环 曲 面 由 两 部 分 构成 ， 

当 0<<0<x 时 ;KK 之 0, 为 正 Gauss 曲率 曲面 

当 x<<0<27x 时 ;KK 之 0, 为 负 Gauss 曲率 曲面 
这 两 部 分 区 域 被 4=0,x 这 两 根 闭合 曲线 所 划分 ,在 这 两 根 曲 线 上 的 各 点 处 ,Gauss 曲率 
为 零 ,这 两 根 闭合 曲线 是 圆 环 曲面 的 渐 近 线 。 
5.1.7 旋转 张 量 

5.1.3 节 已 定义 了 曲面 的 基本 矢量 ,p :与 1. 今后 ,为 了 表示 曲面 的 切 平面 中 矢量 
的 旋转 与 两 个 矢量 的 矢 积 ,我 们 引入 旋 转 张 量 c。 

5.1.3 节 中 的 (5. 1. 6a) 式 已 经 给 出 法 向 单位 矢量 n 与 p ; ,p ;的 关系 ,还 可 以 证 明 n 与 
逆 变 基 矢 量 p ',p “的 关系 : 


H= 六 ,一 


LARA A 1 2 
n= =vyu(lp Xxp') 《5. 1.61) 
Va 


8 
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由 上 式 得 到 
va= [pp 1] (5, 1. 62a) 


+= [p' pp: n] (5, 1, 82b) 


由 (5.1.8} 式 及 上 两 式 可 分 别 得 到 


1 Pz :_ NXP! 
Pt 本 (5. 1. 63) 
Pi=vap Xa, p= Walnxp') (5, 1, 64) 
由 (5,1. 62) 的 两 式 , 若 定义 
ca=[p, ps Rn c=[p" pr #] (5, 1, 65) 


则 显然 可 证 , 当 坐 标 转换 时 它们 分 别 满足 二 重 协 变 及 着 变 转换 关系 ,是 一 个 二 阶 张 量 的 协 
变 与 道 变 分 量 。 从 而 可 以 给 出 其 并 和 撩 表达 式 


C= cpp = pp cp p= cp'ps (5, 1, 66) 
c 称 为 施 转 张 量 。 由 其 定义 可 证 ,c 是 一 个 反对 称 二 阶 张 量 。 即 
ce 一 一 Cl = Ya, cl 一 ea 一 
c= 二 放 c= 人 0 
由 (5.1, 65) 与 (5, 1. 66) 式 还 可 以 证 得 ,c 的 混合 分 量 为 
cs=[p’ ps nl, cH=[p, p? nl C5. 1. 67) 


由 (5. 1. 65),(5.1.67) 式 可 汪 ， 
PXpP=cm, PpXPF= en 
Pp' Xppe™ cM peX p= cn (5, 1. 68) 
切 平 面 中 任意 矢量 wv 向 前 旋转 (由 p ;转向 p :的 方向 )r/2 或 向 后 禾 转 (由 p :转向 p ;的 
方向 )x/2, 可 以 分 别 用 aX 或 5 X# 来 表示 ,如 图 5,.12 示 。 AN 
而 由 (5. 1. 65) 式 ,这 种 旋转 又 可 进一步 用 旋转 张 量 表示 。 jp 


基 矢 量 向 前 旋转 x/2 或 向 后 旋转 x/2 可 以 分 别 表示 为 \ " 
nxp,= cap r= par ty DaXH= cp = tp ne p 
(5, 1. 69) 机 
而 切 平面 中 任意 矢量 的 旋转 为 jx 
HXY Ue, vv 区 下 一 人 有 (5,1,70) \ 
图 5.12 矢量 的 旋转 


切 平面 中 任意 矢量 w = 二 wo, ,Ww 二 wp ;的 矢 积 也 可 以 用 
旋转 张 量 c 表示 


VXW= Cw = Ve WR = OW :CO (5. 1, 791) 


利用 55. 1. 595) 起 可 以 证 “号 等 式 


= (pxXpa) (pxp') = 6 — 6 C5, 1, 72) 
关上 式 玫 指 标 , 得 到 
Copiy 一 dylp 一 dott gy (5, 1.73) 
由 (5. 1. 72) 式 进一步 可 得 到 
foc = Cac = {5. 1.74) 
CapC = 2 (5. 1.75) 


5.1.8 非 完整 系 与 物理 分 量 


以 上 竺 节 所 选择 的 坐标 是 任意 有 曲线 坐标 1,67 ,它们 不 一 定 具 有 长 度 的 量 网 , 基 矢 量 
是 由 (5. 1,3) 式 决定 的 自然 基 矢 量 p ,Ca 一 1,2) ,它们 不 一 定 是 单位 矢量 , 且 不 一 定 互 相 正 
变 。 今后 ,为 了 便于 准 导 公式 ,我 们 仍 将 采用 这 种 张 量 记 法 。 但 是 ,在 解决 某 一 具体 问题 
时 ,需要 将 各 种 张 量 分 量 最 终 化 为 有 明确 物理 意义 的 物理 分 量 ， 

在 曲面 上 的 非 完整 系 C&, 从 中 (Lamé 常数 分 别 为 A,B, 举 标 线 夹 角 为 多 , 协 变 基 矢 量 
取 作 : 


po= 员 ， po= 吕 {5, 1,78) 


显然 ,它们 都 是 单位 矢量 ,但 不 一 定 正 交 ， 道 变 基 矢量 p “与 协 变 基 矢量 仍 满足 对 偶 
关系 ， 


prpig= 0s (5, 1. 77) 
由 上 式 知 ,如 果 坐 标 系 非 正 交 , 逆 变 基 矢 量 p “不 是 单位 矢量 ,它们 的 模 为 
le |= 17sin9， |p |= 1/sind (5, 2. 78) 


它们 的 方向 仍 与 完整 系 中 的 道 变 基 矢 量 相同 ,如 图 5.3 示 。 
如 果 坐 标 系 为 正 交 , 则 基 矢 量 在 则 画 土 构成 正 交 标准 化 基 , 不 希 区 别 协 变 与 逆 
变 基 ， 
et= 人 = 有 4 2 1， ao = 基 = Bo: (5. 1. 79a) 
如 果 坐 标 系 (6, 办 不 仅 正 交 , 而 且 是 该 曲面 的 主 坐 标 系 ,此 组 正 交 标准 化 基 表 示 为 
+ 一 Ap!, 6 = 如 = Bp; 【5. 1, 79b》 


> 色 


以 示 与 一 般 的 正 交 系 之 区 别 。 此 时 非 完 整 的 正 交 系 中 的 基 矢 量 ec ,ey( 或 61 ,es) 与 曲面 的 
法 向 单位 矢量 上 构成 随 曲 面 各 点 变化 的 一 组 正 交 标 准 化 基 。 且 
#6 Xe (5, 1. 80) 
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今后 在 解决 各 种 物理 问题 时 ,常常 需要 将 张 量 分 量 最 终 化 为 物理 分 量 。 例 如 ,通常 取 
韭 完 整 系 中 矢量 的 逆 变 分 量 " (ae 一 1,2) 作 为 物理 分 量 , 它 与 张 量 分 量 洲 ,w 的 关系 类 似 
于 (4.8.29) 臣 (但 指标 范围 为 1,2}; 在 正 交 系 中 ,其 表达 式 类 催 于 <4. 9.10) 式 。 

和 若 5,1.3 节 .5,1.6 节 所 大 ,出 面 的 基本 几何 参数 (第 一 基本 形 系数 .第 二 基本 形 系数 
等 ) 在 一 些 不 用 张 量 表 术 的 微分 几何 或 薄 党 理论 教科 书 中 常常 用 其 他 符号 表示 。 如 起， 
B,8 与 第 一 基本 形 系 数 a63 的 关系 见 (5. 1.16) 式 ;LL,M, NN, 曲率, 所 率 与 ;的 关系 见 
(5.1, 59) 武 。 为 便于 读者 查阅 , 现 将 它们 之 加 的 对 照 甘 系 给 出 在 表 5.1 中 。 

表 5.1 曲面 基本 几何 参数 的 各 种 表示 方式 对 照 表 


其 他 记 法 
张 量 记 法 - - 一 ~ 
疼 坐 标 系 正 交 坐标 系 主 举 标 系 
坐标 | $$, 站 9 by ,9 
基 秋 pr! 站 [a Pp: pt pe2 
量 | 下 A'B | 
本 | 一 内 人 1] 一 岂 al 一 由 3 
tf | es = ;an ABcosd | 凶 =0 Hl 王八 
daz | 一 | ds 二 刀 [re 二房 
a | eatam 一 qt AB'sin'd A A:B? 
A A A 
| bl 1 二 上 二 RE bi 二 上 二 RT bi = TR 
全 一 | 
AB | AB 
bg 向 2 二 | b= M= Ee by = TR :=0 
请 FB FB 
bas ‘ A 二 二 RR, 如一 六 一 一 了 Des 二 N= 二 TR 
六 bl Pa 一 站 2 : LN— ME LN— ME LN 
Em oe -， mr 下- oe Pe ， - ~. 本 - 
平均 1 Mb Lb 2MAbBeosd- NA’ | LB LENA | __LB TNA 
1 A Bisin:d A: Bb A 
曲率 一 -一 (gsz 册 :一 
四 [| 上 os】 | -+ + 二 
1 2a1a8 国 a1 te: } Sin Re Rs 及 RI R 2 R! R;: 
: LN--ME 一) LN 
Gauss -人 中 = 
pe, ke 有 一 站 K A B'sin’D K A K A 
寻 号 叶 4 dn ah 1 /1 1 1 1 1 1 
K ard (RR 二 | RR CRY RR 
PO 和 LI -一 
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5.2 曲面 上 基本 矢量 的 求 导 公 式 


如 前 述 曲面 上 各 点 处 的 基本 失 量 (p1,p; 与 中 是 随 点 (坐标 上 ,2 变化 的 。 本 节 将 
给 出 曲面 的 基本 矢量 及 第 一 基本 形 系数 对 坐标 的 导数 公式 。 
5.2.1 ”法 向 矢量 对 坐标 的 导数 {Weingarten 公式 】 

设 卫 点 ($1 ,$1) 好 有 法 向 矢量 , 当 举 标 "Ca=1,2) 有 增 量 故 " 时 ,法 向 单位 矢量 天 


的 方向 将 发 生变 化 ,其 改变 量 为 3 由， 或 2 155。 由 于 下 总 是 单位 矢量 ,其 导数 5 二 只 
能 与 m 自身 正 交 , 即 只 有 切 向 分 量 ， 
由 第 二 基本 张 量 分 量 5. 的 定义 式 (5. 1. 28) ,容易 证 明 ， 
二 =— — bap i’—— bpg=- ba p=— ps 《9， 2.1) 


此 式 称 为 Weingarten 公式 。 


5,2.2 基 和 天 量 对 坐标 的 导 教 {Gauss 求 导 公式 } ,曲面 
上 的 Christoffel 符号 
当 坐 标 变化 时 ,由 面 上 PC 1 ,85 点 处 的 协 变 基 矢 量 P ,的 天 小 和 方向 都 将 发 生变 化 。 
其 导数 对 于 请 点 处 的 三 个 茹 本 矢量 (p, ,ps 与 的 分 解 式 为 


9p a 3 。 
5 一 a 一 jrder 一 Tasp 7 二 ,an 《5， 2, 2a) 


[ 式 中 人 是 曲面 (二 维 Reimann 空间 ) 上 的 第 二 类 Christoffel 符号 ,共有 8 个 。 我们 用 
表示 ,以 区 别 于 三 维 空间 中 的 第 二 类 Christoffel 符号 由。 本 章 中 以 下 各 节 均 以 上 符 
号 “2 表示 曲面 上 的 运算 符号 ,以 区 别 于 三 维 空间 中 前 运算 符 导 。 显 然 由 于 上 式 关于 指标 
ea 及 对称, 故 


8 (5, 2.3) 
将 {5. 2. 2a) 式 最 后 一 个 等 写 左 右 各 点 积 法 向 矢量 #8, 划 根据 5 的 定义 式 (5, 1. 28) 及 py 与 
# 的 止 交 性 可 知 


故 (5.2.2a) 式 可 写作 


QD, 9 a oy 
3 3 一 je = Tp y+ ban (9.2.2) 


此 趟 称 为 Gauss 求 导 公式 。 由 上 式 第 二 类 Christoffel 符 导 可 以 表示 为 


。 张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 
,9 a ， 
i = Ep tp (5. 2. 4) 
若 将 32 3 对 于 过 变 基 矢 量 ， 和 分解, 则 


= SHE = bapap "+ han (5, 2.5) 
定妆 T :为 第 一 类 Christoffel 符号 。 显然 
Tp ,一 Tay 9 rp 一 gaa* {5, 2, 6) 
并 有 
, 9 
lop. = 每 ， Pi= 3 Pp: (5, 2.7) 
曲面 的 第 一 类 Christoffel 符号 可 以 由 曲面 的 第 一 基本 形 系数 求 得 。 由 于 


da ,9ps， ,9p 
365 一 tp。 pi) = es "Pip 了 


将 (5, 2. 7) 式 代 人 上 式 ,得 


Ian 


Es = Tea + Dp 
同 理 ,有 
3 ， ， 
= ot 十 了 ie 
= ys Pg. (5. 2.8) 
由 以 上 三 式 知 
。 _1 da | dam diog 
ba — 3 (Gt) (5. 2. 9a) 
以 及 
1 nfdan | ap _ daog 
by = Fa* (3 和 十 其 3 ) (5. 2. 9b) 
了 过 杰 攻关 时 标的 时 吉林 以 对 下 而 
ppy=6, PP" 六 一 0 
求 导 ,并 利用 (5. 2.2),(5. 2 1) 式 求 得 
SE =— Py pt bo (5. 2, 10) 


5.2.3 第 一 基本 张 量 分 是 的 导数 与 协 变 导数 
《5. 2.8) 式 已 给 出 第 一 基本 形 系数 us 的 导数。 对 (5. 1. 18a) 式 求 导 ,并 利用 (5, 2.8) 
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式 可 以 求 得 第 一 基本 张 量 道 变 分 量 的 导数 


2 -aa (5. 2. 11) 
若 记 第 一 基本 张 量 a 的 协 变 分 量 ee , 逆 变 分 量 a” 的 协 变 导 数 ( 关 于 曲 商 上 张 量 分 量 
的 协 变 导 数 的 定义 将 在 5. 5 节 中 详 述 ) 为 


， Qa ， 
Ya = Roba 一 ae 一 ton Pg — a i = 


De 一 Ts 一 Digs 


六 
Viaw a = ta an Ts, 
由 (5. 2, 8),(5. 2. 11) 式 及 上 二 式 可 知 ,与 三 维 Euclidean 空间 的 度量 张 量 分 重 相同 ,在 曲 
面 上 其 度量 张 量 分 量 ( 即 第 一 基本 张 量 分 量 ) 的 协 变 导数 也 处 处 为 符 , 即 
Via = 0 Via? =0 C5, 2, 12) 
(5. 1, 21) 式 定义 了 曲面 上 的 面 元 失 量 ,其 中 面 元 的 大 小 Ya 也 是 随 曲面 上 点 的 位 置 变 
化 而 变化 


wa 一 (pIXp2) :nn [5.2.13) 
将 上 式 对 坐标 求 导 ,并 利用 (5.2, 2),(5. 2, 1) 式 及 上 式 2, 得 到 
ae ~ 一 (二 十 TD) 人 Xe 有 一 Tv 《5. 2, 14a) 
土 式 还 酚 以 写作 
局 = 2 -adnye) _ 9Ung) (5. 2. 14b) 


3 
5.2.4 ”单位 矢量 的 求 导 公式 


5 1.7 节 已 给 出 非 完整 系 中 基 矢 量 的 表达 式 , 本 节 进 一 步 给 出 它们 对 坐标 的 导数 ， 
利用 (5, 2.2),(5. 2. 10),(5. 2. 8) 和 (5.2. 11) 式 可 以 证 得 @， 


1 
去 后) 去 人 Tp + bn ) 《5. 2. 13a) 
日 让 1 1 | ] 
一 Tt2 ba 。 
ET :| 应 ) a (去 I: p 十 : ) 《5 2 15b) 


1 l/l 1 
站- 高 | rad (5. 2, 16a) 


中 证 明 过 程 见习 顾 5.4 ,读者 自 证 ， 
血 证 明 过 程 见习 题 5.5, 读 者 自 证 。 
伪证 明 过 程 见习 题 5.6, 读 者 自 证 。 
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a {三}- | pst an) (5. 2. 16b) 
AZ 下 侠 J1 


上 式 中 第 二 类 Christoffal 符号 Ry 可 以 利用 (5. 2. 9b) 式 和 表 5. 1 的 对 照 关 系 , 用 
Lame 常数 A,B 和 坐标 线 夹 角 几 表示 ,如 家 5.2 示 。 
圳 总 2 曲 商 上 的 第 二 业 Christnffei 符号 


斜 华 标 系 正 交 坐标 系 
; 1 Ba 内 ] 1 34 
I ABsit RE 法 +4eo9 机 dy os ABeos) 人 
3 4 AAA 
I Drm Bi (Beosd) 办 | 芒 区 

| 
， 1 Taa 1 
TI Asin 9L on cosy 二 由 时 
加 _1 [3 gad] L128 
D's Bamol a co anj BD 
上 38 _8a8 
Ti se Ee 六 Cos 只 一 | 充实 
十 . _ 

| 一 3B_ oy SABe ] 工 9 
Ts | A 3 十 Beos 3 二 CS 3 ros) pr 


对 于 正 变 坐标 系 ,可 以 利用 Weingarten 分 式 (5.2,1) 和 Gauss 求 导 公 式 (5. 2.2) ,并 
参照 表 5. 1 和 表 5. 2 的 对 照 关 系 ,得 到 用 曲面 的 Lame 参数 A,B( 坐 标 鳅 夹 骨 3 一 x/2) 表 
示 的 正 交 标准 化 基 ee,e, 和 对 坐标 的 必 导 数 ， 


de: 1 34， | aee _ | 2B, 十 B., 
a Bay’ R, 37 一 有 


站 和 ] aA A de 1 aB B 

~ pe: ti -一 一 二 8 一 + 
py a t Rr" 3 A 苇 6 Fa {5.2.17) 
an_ A, A, an__ BB, ,8, 

a RK" Ry" 3p Re "9 


在 主 坐 标 系 中 , 基 矢 量 为 Bris Es 和 n, 曲 率 17R TAR 为 主 则 率 1 ,17R;, 招 率 


他 汪 明 过 程 见习 题 5. 6 ,读者 白 证 。 
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ia4 4 Ha_ 1aB 

as RBar’ RN a7 了 

ET = B 3 肌 aee! Re (5, 2. 18) 
on_ A, an_B8, 

a RI ay Re 


5.3 曲面 的 基本 方程 ,Riemann-Christoffel 张 量 


5.3.1 Codazzi 方 程 与 Gauss 方程 


曲面 的 第 一 ,第 二 基本 形 系 数 完 全 决定 了 一 个 临阵 的 抑 何 形状 ,是 曲面 的 基本 部 何 
量 。 但 这 两 组 几何 量 是 不 能 任意 指定 的 ,它们 之 间 必 须 满足 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 ， 
这 两 组 方程 统称 为 曲面 的 基本 方程 

Codazzi 方程 与 Gauss 方程 源 于 ;对 于 曲面 上 各 点 处 的 一 组 基 矢 量 p (a==1,2) ,应 
满足 


Ip 9 /ap, - 
je (3 ) =- Ri (Es) (Cap, = 12 (90.3.1) 
将 (5.2.2),(5.2.1) 式 代入 上 式 两 端 , 分 别 得 到 


六 ( 痢 )= 和 Pat bash ) = { i I’, ~ wb jp :+ (+ tbs j 


“fr oy pI ob,y 
高 ( 攻 = (se 88 了 人 各 一 所 jpat (TES + Tb) 
(5.3, 7 其 成 立 的 条 忻 是 等 式 两 端 各 个 分 量 均 应 相等 。 即 


+ o0m = 3 2 (5, 3. 2a) 
2 ,~ bb = 2 hy bb 《ep.7 二 1,2) (5,3.2b) 
Codazzi 方程 ，(5. 3. 2a) 式 可 以 进一步 写作 
bai- -并 - 多 py 


类 似 于 一 维 空间 中 张 量 分 量 协 变 导 数 的 定义 式 (4. 3.21), 上 式 也 可 以 采用 张 量 分 量 对 曲 
面 (二 维 空间 ) 的 Gauss 坐标 的 协 变 导 数 符号 Y,( ) 表 示 ， 
WA 一 Waboy 《ap7 一 1,2) £9, 3, 3) 


全 见 蓉 步 许 等 ,微分 几何 . 北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1979, 126 页 
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上 式 称 为 Codazzi 方程 。 它 指出 曲面 的 第 二 基本 张 量 的 协 变 导数 Yiw 关 于 其 三 个 下 标 
中 任意 两 个 均 应 对 称 。 考虑 到 的 对 称 性 ,[5. 3.3) 式 只 有 商 个 独立 的 方程 ; 
Wh Vhs Vb = Vba (5. 3. 4) 
Codazzi 方程 表明 一 个 曲面 的 三 个 第 二 基本 形 系数 不 独立 。 
Gauss 方程 :在 (5. 3. 2b) 式 中 ,定义 


2 Frary tis CpyM=1,2) (5.3.5) 
Re wp 是 一 个 四 指标 的 量 ,如 4.6.2 节 在 三 维 空间 中 所 证 ,尽管 Christoffel 符号 不 是 张 重 
分 量 ,但 由 (4.86, 16b) 式 (此 处 ,在 二 维 空 间 中 是 (5. 3.5} 式 ) 所 定义 的 忌 wy 却 是 四 阶 张 量 
的 分 量 , 称 为 RiemanmChristoffel 张 量 也 称 为 曲率 张 量 ， 由 (5. 3. 5),(5. 2. 9b) 式 知 , 它 将 
完全 由 第 一 基本 形 系数 决定 ， 
由 (5, 3.5),(5, 3, 2b) 式 得 到 

Rss = bugb'y — bobls (opsy,A = 1,2) (5. 3, 6) 

上 式 称 为 Gauss 方程 。 它 给 出 了 曲面 的 第 一 基本 形 系数 与 第 二 基本 形 系数 的 关系 。 


5.3.2 Riemann-Christoffe| 张 量 


4. 6,2 节 已 经 利用 商法 则 证 明 过 Riemann-Christoffel 张 是 是 四 阶 张 量 , 本 节 进 一 步 
应 用 坐标 转换 时 Christoffel 符号 所 满足 的 转换 式 (4, 1, 23) ,证 明 (5. 3. 5) 式 所 定义 的 
Riemann-Christoffel 张 量 满 足 四 阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 其 系 ， 


R's = 


hi ， 2 28 35 | i 8 rr 
Dy = Er Fe er 区 79e 85 《一 152) 《5.3.7) 
两 端 乘 凡 35 "138" 并 对 哪 指标" 求 和 后 ， 人 
BEY i 3 9 iy 1 
aE” Hv a 3 9 十 起 各 (R 和 一 12) «5, 3. 7a) 


将 上 式 左 右 两 端 各 对 ¢“ 求 导 ,得 到 


287 dT dé? 
Fr er tT er 


9é" Is Er alss py 1 人 96 | 36 3 ( 328， ) 
tr aE" Af’ of? (Fraer Er 387387 367 aET (gEr OR" 


将 上 式 中 指标 + 与 引 互 换 , 得 到 
At” a Py EE 
3eY Er 十 让 和 一 > 3ei38r 一 
96" IF 6 9 Ys a 3 Ea a ( 者 ) 
dE aET BE gE Ee 87 Fede7 er ) DET 3E436 


上 的 玉 人 析 好 
将 上 述 两 式 相 减 ,得 到 

EE a EY i OE? 

| 3 3 ti raf? Le Gea 


9é° a A€? ai APY yf/ PE’ DE gg 9gf 
~ 3 和 7 Rr EF }+ i (graer 36” 83870387 人 


利用 (5, 3. 7a) 式 求 得 上 式 左 端 第 二 ,三 项 为 


Fax ， dE : 2 dE 
人 
， DF’ 06 36， 4 ar 98° défiy 
= (ert ~ sr er 9) i (sa — Ser ris) 
了 Ce i 1 ， [| (i 了 -| 自 p 和 
= rr rT tr er iy 
(5, 3.8) 式 右 端 第 二 项 为 
yy AE" 26s Qi | 
i (Farer We” 了 7587 ge 
yy {OE ny Gs Ae" 967 96? 
= (er i jr- Rr er Rr TE)- 
,aE DE 38" dD 388 , 
i (ser i er — Fer D7 3 i) 


J 8 .， . 国 中 。， ， ， a 后 8 ， 。 4, ， 
0 一 9 9€ (Foy ts i’,) 


将 以 上 两 式 代 入 (5. 3. 8) 式 并 消去 等 式 两 端 相 同 的 项 ,得 到 


BE7 a aT ar 
a EE er ti 了 ve Ls Pe, ] 
mi 3 Po 
= Rr ae? Den 十 了 2 六 卫 ee hs) 
两 端 再 乘 386” /3&7, 并 将 R* ,wm 的 定义 (5. 3.5) 式 代 人 ,得 到 


px OF" 98* gE 9é° 0», /ry 
Ra 一 EY Ber FEY FEY Keet (x dy = 1,2) (53, 3,9) 


再 一 次 证 得 RR* .是 四 阶 张 量 ， 
将 (5.3.5) 式 隆 指 标 ,并 利用 (5. 2.6),(5,2.8) 式 ,仿照 4.6.4 节 (C4,6,19) 式 的 推导 ,得 到 


Rg = da Ri 一 =” 十 IT 。 加 r 名 Ly 《ap 一 1,2) 


C5, 3. 10) 
若 将 (5. 2. 9) 式 代 人 上 式 , 人 仿照 4.6.4 节 (4.6.20) 式 的 推导 ,可 求 得 
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1 1 
Ra 二 BD Crpy 十 和 ie 一 在 一 Gy 


十 ai (Ts Pgya 一 Ly Ts) (a,p, Yr 一 1,2) ‘5, 3, 11) 
上 式 说 明 曲 率 张 量 Ruw 完全 由 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 及 其 导数 决定 , 即 只 取决 于 曲面 的 
内 驯 几 何 重 。 
Rom 共有 16 个 分 量 ,但 如 同 4. 6. 4 节 所 证 ,它们 满足 以 下 对 称 与 友 对 称 性 : 


Rear 一 一 Rn 一 -Ray 一 Re (2B = 1,2) 《5. 3, 12) 
所 以 ,其 中 非 零 分 量 只 有 上 个 ,独立 的 分 量 只 有 1 个 ， 
Ra 一 Re 一 Rsa = Ras (9,3.13) 


5.3.3 ”可 展 曲 面 与 不 可 展 曲 面 


将 Gauss 方程 465.3.6) 这 降 指 标 , 得 到 
Rss, = brbp — bots (opyy 一 1:2) (5. 3. 14) 
而 上 式 只 有 一 个 独立 的 方程 
Rins 一 一 =6 (5, 3. 15》 
这 是 Gauss 方程 最 早 的 ,也 是 最 有 用 的 形式 ， 
由 上 式 及 (5.1.51) 式 ,可 以 证 明 一 个 极为 重要 的 定理 ， 


_ 了 _ Rss 
K=RR™ a = {5.3.16) 


定理 (Gauss 定理 ) 曲面 的 (zauss 曲率 天 仅 由 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 决定 。 

《5.3.16) 式 的 厂 问 项 只 与 曲面 的 第 一 基本 形 有 关 , 而 其 左 端 为 曲面 的 两 个 主 曲 率 之 
积 。 所 以 Gauss 方程 揭示 了 曲面 的 外 部 性 质 与 其 内 京 几何 量 之 舍 的 关系 ，。 

在 4.6 节 中 已 经 证 明 上 曲率 张 量 是 否 为 零 是 确定 空间 扁 于 Euclidean 空间 或 非 
Euclidean 空间 的 必要 充分 条 件 。 对 于 Euclidean 空间 ,能 够 找到 一 组 适用 于 全 空间 的 箭 
卡 儿 坐标 系 ,使 在 整个 空间 上 Ts=0。 平 曾 显 然 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 而 对 于 曲面 ， 
根据 Gauss(C, 下 , Gauss,1777 一 1855) 对 微分 几何 学 的 著名 研究 于 ,他 指出 “如 果 一 个 弯 册 
的 曲面 可 以 展开 到 任何 另外 的 曲面 上 去 , 则 每 点 的 曲率 2 是 保持 不 变 的 ”， 所 以 只 有 
Gauss 曲率 为 零 的 可 展 曲 面 , 才 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 这 一 点 可 以 从 几何 上 -这 样 直观 
地 理解 ,如果 将 平面 恋 则 而 不 改变 它 上 面 所 有 曲线 的 诉 长 和 夹 角 ( 即 不 改变 其 第 一 基本 形 


名 见 1827 年 Gauss 的 著名 论 灾 尺 弯 曲 曲 而 的 一 艇 研究 $。 
岛 ”此 处 曲率 指 我 们 所 称 的 Gauss 曲 府 。 
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系数 ) 则 得 到 可 展 曲 和 面 (如 杜 面 , 锥 面 )。 可 展 曲 面 的 一 些 方向 的 法 截面 曲率 昌 不 为 零 , 但 
由 于 其 度 最 张 量 分 昌 齐 弯曲 过 程 中 没有 改变 , 故 其 Gauss 出 率 仍 为 零 。 而 Gauss 曲率 不 
为 零 的 曲面 ( 正 Causs 此 率 曲 面 或 负 Gauss 曲率 曲面 ) 则 是 二 维 的 Riemann 空间 ,它们 不 
能 由 平面 弯曲? 得 刘 。 


5.3.4 Gauss 方程 的 其 他 形式 


L, Hieberbach 给 出 (iauss 方程 的 男 一 形式 ， 


b = Ri = fa- (| {5, 3.17) 
以 及 
b= Ras = ala (rs) (Ts) (5. 3, 18) 


上 式 可 以 如 下 证 明 。 将 Rss 升 指标 : 
Ra 兰 a Ra 一 a Ri 一 Ra 
Rb = ass 二 a Ra 二 Ra 

即 
Ri 二 -所 Ry s Ra 二 二 Rl (5, 3. 19a,b) 

ll 和 
利用 (5, 3,5}) 及 (5.2.14b) 式 ,可 求 得 
Ri,, = 去 于 EE wea Pi ) - 大生 (总 ) ) 十 2 DI) 


将 上 式 乘 以 到 ,化 得 
1] 

ya 2 一 日 we 2 | 可 | 

a Es [站]) Ae! (¥ i 十 

dt 1) da} = . 
ee ie Ph- 2 i (5, 3. 20) 
如 

利用 2 = -2 Th A= 2, 代入 55. 3.20) 式 第 二 项 ,可 证 明 


ya foalan) 。 A(an) ，， ME) 
cz| 3 Hf je Pi |= 2 hb 了 和 一 了 二 工 3 


Dd RL. Bitberbach; Pifferetialgcometric, $10,80 让 ,1932， 
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Rn | 计 ( 宝 放 广 已 (Es) 


由 (5. 3. 198) 式 ,将 上 式 乘 va ,可 证 (5.3. 17) 式 ;同样 由 (5.3, 19b) 式 可 证 (5. 3.18) 式 。 
Frobenius 公式 是 Gauss 方程 的 又 一 形式 ; 


Hl RL R12 
| ~ lal 】 加 2,1 ) | 
2 Ya 1, Ya 


(5, 3,21) 
上 趟 的 证 明 可 参见 W, Blaschke; Vorlesungen iiber differential geometrie, Bd, I, 


5.3.5 ”以 物理 分 量 表达 的 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 


将 表 5,1. 表 5.2 中 的 对 照 关系 代 人 (5, 3,4) ,(5,3,16) 式 ,可 以 得 到 正 交 曲线 举 标 系 
中 以 Lamé 参数 与 曲面 的 曲率 , 扭 率 表 法 的 Codazzi 方程 为 


Ha 181 Al12,2 


oe Rol dp,2 


闸 ( 站 上 言 (起)= 让- (5. 3. 22a) 
到 (7 -)+ 记 2 多)= 党 让 (5. 3. 22b) 
以 及 Gauss 方程 
二 总 闻 = 一 站 (全 其- 部 ) (5. 3, 23) 
在 主 谷 标 系 中 ,上 述 方 程 分 别 下 达 为 
交 症 )= 芳 忆 (5. 3. 24a) 
着 j= 让 (5. 3. 24b) 
二 (A 1(B 坟 ) (5, 3, 25》 


利用 (5. 3. 17) 或 者 (5. 3. 18) 式 ,还 可 以 给 出 在 任意 曲线 坐标 系 中 根据 A,B 和 8 直接 
计算 Gauss 曲率 的 公式 ， 


Ra 1 139 are4_ 3 ， / 0 
人 一 一 + 庆 L( 祁 37 rid Bsin )] 
ariaB 3A ， 
二 | | 一 9 让 .3.2 
+ 到 (于 - Ep )f asin | (5. 3. 26) 


在 正 交 曲线 坐标 系 中 为 


第 5 章 内面 上 的 张 是 分 村、 和 


EA (5.3.27) 


5.4 曲面 上 场 函 数 的 导数 


若 曲 而 上 定义 有 随 点 变化 的 场 函 数 F, 了 可 以 是 标量 .矢量 或 者 张 量 场 。 显 然 ,F 是 
曲面 上 点 的 矢 径 p 《82 ,82) 从 而 是 各 点 曲线 坐标 5 ,5 的 函数 , 即 
Fp (267)) = 下 (人 ,62) (5.4.1) 
为 了 研究 张 量 场 函 数 在 曲面 上 的 变化 规律 ,本 节 中 将 给 出 其 梯度 、 微 分 、 散 度 , 旋 度 的 概念 
与 计算 公式 ,逐一 这 论 标量 , 矢 莉 与 张 量 场 函数 ， 


5.4.1 曲面 上 的 标量 场 函数 


在 昌 面 三 上 定义 有 标量 场 函数 了 (61 信 )， 当 曲 面 上 的 点 的 矢 径 p 有 微小 的 增 量 dp 
时 (如 图 5. 18 所 示 ), 点 的 储 标 由 (二 ,8 ) 变 为 
(6 十 由 1 十 卜 ,标量 场 函数 将 有 微小 的 
增 量 4A, 称 为 标量 场 函数 了 的 微分 , 即 


3 
df = 3 (5. 4.2) 
若 定义 曲面 上 标量 场 另 数 的 梯度 为 
Vf=19 = (5,4. 3) 


则 (5.4.2) 中 了 的 微分 df 可 以 表示 作 了 的 梯 
度 与 矢 径 的 微分 吧 之 点 积 , 即 
df=d ,YA :dp 《5. 4. 4) 


图 5.13 曲面 上 点 的 矢 和 变化 


曲 证 上 每 一 点 处 标量 场 函数 的 梯度 是 矢量 , 它 总 在 曲面 在 该 点 处 的 切 平面 中 。 用 下 
列 符 号 表示 为 


9 — pj (gq 二 1,2 求 和 ) (5, 4, 5) 


了 只 是 与 申 面 上 的 曲线 坐标 有 关 的 二 维 矢 量 微 分 算 子 ,以 区 别 于 下 文 三 维 空间 中 的 矢量 
微分 算 子 Y ， 
v= (i = 1,2,3 求 和 ) (5, 4. 6) 


车 曲线 S 为 曲面 上 标量 场 函数 f 的 一 根 等 值 线 ,如 图 5. 14 示 , 它 的 方程 应 为 


了 7 * 一 
区 =0 


上 式 中 账 " 表示 沿 f 的 等 值 线 上 各 点 的 举 
标 增 量 ;而 等 值 线 的 单位 切 向 笑 量 为 
f= tpy = 学 


号 
ap def _ de’ 
~ aed ds ds es 
则 由 上 式 .(5.4.3) 和 (5.4.7) 式 可 以 证 明 


日 so, dE 3f dE 1 


YA 了 


ds Pp BE" ds 
(C5, 4. 8) 
也 就 是 说 ,标量 场 消 数 了 的 梯度 Y 了 总 是 垂 
直 于 了 的 等 值 线 的 方向 , 即 党 着 f 的 变化 
率 最 大 的 方向 。 而 梯度 矢量 的 大 小 应 为 


区 重 分析 ( 弟 2 瞩 ) 


{5,4.7) 


图 5.14 曲面 上 标明 场 两 数 的 等 值 线 与 梯度 


FV 9 = 


5.4.2 曲面 上 的 矢量 场 函 数 


5.4,2,1 


曲面 上 矢量 场 函数 的 微分 与 梯度 


曲面 上 每 一 点 ( 矢 径 为 p ($' 87) 定义 有 随 点 变化 的 三 维 空间 的 矢量 场 函数 


wT ED) = vp ot on 


上 式 中 ,# 为 单位 矢量 , 故 


(5.4.9) 


全 一 全 
分 量 w( 或 羽 ) 和 切 、 基 矢量 p,( 或 p") 和 部 是 点 的 坐标 ($16) 的 汪 数 。 
当 点 浴 着 曲面 在 其 邻 城 内 移动 时 , 即 其 从 标 由 (CE, ) 变 为 ( 十 拒 ' 十 撕 ?) 时 ， 


矢量 场 孜 数 w 应 有 增 量 为 
OP jo 
dv = Er £5, 4， 10) 
称 为 g 的 微分 。 若 定义 矢量 场 函 数 的 梯度 为 
Wop C5, 4. 11a) 
或 
?9 = (0) = (5, 4. 11b) 
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由 (5. 1.4)、《5, 4. 10) 式 及 上 两 式 可 知 , 秋 量 场 昂 数 的 微分 由 是 梯度 与 矢 径 的 微分 gp 之 
点 积 
d=dp' (Vu)=—(v VY) dp (5. 4. 12) 
5.4.2.2 曲面 上 矢量 场 函 数 的 梯度 之 分 量 表达 式 
利用 Gauss 求 导 公式 (5.2.2) 与 Weingarten 公式 (5.2,1); 对 (5,4.9) 式 中 的 各 项 着 


项 求 导 ,可 以 求 得 梯 岩 Vv (或 oY ) 的 分 量 表达 式 


EE ap 3 3 9n 
Be 0 
由 下 号 了 可 Qo 四 。 
= (着 + pet (Ser + oom ja 《5.4. 13a) 
定义 ov 的 道 变 分 量 w' 的 协 变 导数 为 
Vv = +h (5. 4, 14) 
(5.4.13a} 式 可 以 进一步 写作 
可笑 
= Vv wh)p + (Rta )e (5.4.13) 


上 式 表示 矢量 了 对 曲线 坐标 的 息 数 包括 切面 内 分 量 ( 吕 iu 一 小区 ") 与 法 向 分 量 
(3 十 wb )。 由 于 曲面 的 老 曲 性质 ,其 法 向 矢量 与 切面 内 基 矢 量 的 方向 均 随 点 变化 , 族 


(5.4. 13) 式 中 < 人 的 切面 内 分 量 不 仅 包 含 矢量 分 量 的 协 变 导 数 Yiu", 还 包含 其 法 向 分 量 


ET 
vp 的 影响 ,这 种 影响 与 曙 面 的 第 二 基本 形 系数 , 即 北 面 的 曲率 有 关 ; 而 5 的 法 向 分 量 不 
仅 包含 v* 对 坐标 的 导数 ,还 包含 矢量 的 切面 内 分 量 * 的 影响 ,这 种 影响 显然 也 与 幅面 的 


曲率 有 关 。 
将 v 对 道 变 基 矢 量 分 解 后 求 导 , 可 得 
= 9 + ‘i 
过 = (Vo — vb p+ (I + od; )n (5. 4. 15) 
其 中 Y ,os 称 为 的 苏 变 分 量 的 协 变 导 数 
- 3, 
Ne = Yo = FE wl% ‘5,4.16) 
将 (5.4. 13),(5.4, 15) 二 式 代 人 梯度 的 定义 (5. 4. 11) 的 二 式 , 得 到 
Vy = (Vw bi pp + (+ je: (5. 4. 17a) 
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2 _ _ 
Vo = (Viv, — hh pp "+ (党 + wp) jp mn 《5. 4, 17b) 
以 及 
= (Vor hr pep "+ (六 + wba jz (5.4. 18a) 
= (Yu, — wb pp + ( 阁 + wb jnp’ (5. 4. 18b) 


土 述 (5.4. 17) 和 (5.4. 18) 的 (a),(b) 二 式 分 别 是 同一 并 矢 式 的 两 种 不 同 表示 方式 。 每 一 
式 中 均 包含 两 部 分 :第 一 部 分 
(Vo — bpp = (Viv, — wb Pp" 
或 
(Vv Bp P= Viv — wba)p'p’ 
是 一 个 曲 闸 的 切面 内 二 阶 张 量 场 ,服从 二 维 空间 中 二 阶 张 量 的 转换 关系 , 称 为 切面 张 量 
场 。 其 中 第 一 项 的 分 量 是 矢量 的 切面 内 分 量 之 协 变 导 数 ,可 以 证 明 它 也 是 二 阶 张 量 的 分 
量 。 还 可 以 由 (5, 2. 12) 式 证 明 V io* 与 Vim。 是 同一 个 二 阶 张 量 的 不 同 分 重 ， 
Vv Vag ) = aog(V iw) 《5. 4, 19a) 
有 一 客人 ae 有) = aP{Y ve) 《5.4, 19b) 
并 矢 psp' (或 pp*} 称 为 切 平 面 内 的 基 张 量 ，(5. 4. 17),(5.4. 18) 式 的 第 二 部 分 ， 


(站 + jae "= (Bb ) jop’ 


虽 是 一 个 二 阶 并 矢 式 ,但 其 中 法 向 矢量 # 是 不 随 曲 面 的 曲线 坐标 选择 而 变化 的 , 故 当 坐标 
转换 时 ,上 式 中 的 分 量 服从 矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 
对 于 那些 只 具有 切面 内 分 量 的 切面 矢量 场 , 即 分 量 ws 一 0, 则 


Vv = vp vp 
其 梯度 为 
Yo = Vvpipd hap n= Vp Pubip (5. 4. 20) 
以 及 
WN = pp Thanp! = Yup p+ vbienp’ (5. 4. 21) 


上 两 式 说 明 ,切面 失 量 场 的 梯度 并 非 二 阶 切面 张 量 场 ,其 中 非 切面 张 量 的 部 分 显然 到 决 于 
曲面 的 弯 山 性 质 。 
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当 山 面 上 的 点 由 PL ,党 ) 移 至 其 邻 域 央 的 点 QLE 1 十 殿 ? ,十 7) 时 ,相应 地 矢量 
场 阔 数 的 微分 由 可 利用 (5,4.12) 式 和 (5.4.17) 式 或 (5.4, 18) 式 求 出 


do 二 (一世 如 dp + (B+ vb dé! 1 


一 《8 ins 一 op 叶 (党 wb js (5, 4, 22) 
而 切面 和 拓 重 场 b 的 微分 为 
do = Vv dip vbadéin = Vv dep + vb dén (5, 4, 23) 
其 中 包含 了 沿 曲面 法 向 的 分 量 。 


例 5.2 利用 梯度 的 定义 (5. 4.11) 式 ,可 以 证 明 曲 面 上 各 点 矢 径 p 的 梯度 就 是 曲面 的 
第 一 基本 张 量 。 


证 明 p=p ‘pp. op pl (5, 4, 24) 
5.4.2.3 曲面 上 矢量 场 务 数 的 元 度 与 旋 度 
定义 曲面 上 矢量 场 函 数 的 散 度 为 
dyy = oy pp" 这 a (5.4.25) 
曲面 上 切面 矢量 场 耳 数 v 的 散 度 为 
dy = = = (5. 4, 26a} 
利用 {5, 2. 14b) 式 ,上 式 还 可 以 写作 
,+ ia) v= a(yav’) 
divv = 和 二 ie = = zoe. (5, 4,. 26b) 
定义 矢量 场 函 数 的 旋 度 为 
curlv = Xv=p" x 举 (5, 4, 27) 


利用 45. 4,17)、{5, 1,68) 和 (5. 1. 69) 式 ,上 式 可 表示 为 


Quy 


curlvy 一 (Vays — wb)p "Xp 时 (tb px 


= ec V vn ad je， (5, 4. 28) 
切面 失 量 场 区 数 v 的 旋 度 为 
eurlm = ee YY wah — cv bp 《5. 4, 29} 


5.4.3 ”曲面 上 的 切面 张 量 场 函数 
曲面 上 任意 阶 ( 以 三 阶 为 例 ) 切 面 张 量 声 函数 


了 量 分 御 ( 划 2 乒 ) 


T= Tp.pap 


对 坐标 的 导数 为 
TT a7 
2 一 一 人 ppop Te (CT, Pst brn Ypap "| 
ae ds 
Te po (Th ps + bron)p + Teh, ppa (~— TY p+ brn) 
若 定 义 张 量 分 量 的 协 变 导 数 为 
. 有 。 - ， 
FT, 一 Te TERT i Ti (5. 4. 30) 
则 
二 = VT ppap't THbonpop’ dd Tebow Penp’+ Thobippant 《5.4.31) 
定义 a 阶 切面 张 量 场 函 数 的 梯度 为 
，， .3 - 
9 T= poe (5. 4, 32a) 
3 ， 
Ty gee (5. 4, 32b) 
其 并 矢 展开 式 为 
V T= VT%, pppop rt Tb pnpap’t Tbis p pp’+ 
Te bi’p ppan (5. 4. 33a) 
TY = VT ppep p+ TH pianpap p+ Tb Po 让 十 
Te bap Danp’ (5, 4, 33b) 


这 是 一 个 十 1 阶 的 并 矢 式 ,其 中 第 一 部 分 是 一 个 x 十 i 阶 的 切面 张 量 场 ,而 以 后 各 项 的 基 
张 量 均 包含 法 向 矢量 ,对 应 的 分 量 只 有 "个 指标 ,其 分 景 在 坐标 转换 时 服从 * 阶 张 量 分 
量 的 坐标 转换 关系 。 
与 冬 量 相 类 似 地 ,可 定义 曲面 上 张 量 场 销 数 的 微分 为 
dT = Tde (5. 4. 34) 
ge 


并 由 (5. 4. 32) 的 二 式 知 
dy=dp (YD-TV) .dp (5.4. 35) 
由 (5. 4. 33) 式 还 可 以 求 得 
dT= [VT®, pepap’t Th by npept Tb PP 十 
Tpirpspsn dé (C5, 4. 36) 


而 的 张 重 分 本 入 
例 5.3 曲面 第 一 基本 张 量 = coap % 8 的 梯度 Va 不 为 堆 ， 
证 明 Vae=9iaop pp ?bravap Rp tb ap pn 
=Vawp pp tbap np + op p'n 
前 已 证 明 ,第 一 基本 形 系 数 的 协 变 导 数 为 零 , 故 第 一 基本 张 量 的 梯 庶 不 包括 切面 张 量 场 。 
工 式 进 一 步 写作 
Ya 一 Bestpop ipp 甸 ) (5. 4, 37a) 
aV= (np 时 pop 站 《5.4. 37b) 


前 已 证 明 ,三 维 或 二 维 Euclidean 空间 中 度量 张 量 的 梯度 恒 为 零 ; 而 曲面 的 第 一 基本 张 量 
是 二 维 非 Euelidean 空间 的 度量 张 量 , 其 梯度 的 切面 张 量 部 分 虽然 为 办 ,但 还 包含 非 切 面 
部 分 ,这 部 分 具有 二 阶 张 量 的 特性 ,取决 于 曲面 的 夸 曲 程度 ， 
习题 5. 10 中 证 明 ,对 于 旋转 张 量 e 一 cap "PP, 其 分 量 的 协 变 导数 为 零 ， 
Vice 二 c= (5, 4. 38) 


而 其 梯度 Ve 不 是 零 张 基 ， 
Ye= br (pip'n— pnp") (5, 4. 39) 


5.5 ”等 距 曲 面 (平行 曲面 ) 


图 5.15 示 曲面 续 上 任 一 点 忆 的 矢 径 为 p ,5 的 参数 方程 为 

p= p(t!,é’) (5,5,1) 
过 己 点 作曲 面 的 法 线 , 沿 法 线 与 已 点 相 虐 为 z 的 

点 卫 , 的 舌 往 为 
一 这 ) 十 CEIE (5.5.2) 
当 卫 点 沿 曲 面 卫 移动 时 ,P, 点 的 轨迹 所 构成 的 曲 
面 称 为 等 中 曲面 Z, ,而 曲面 了 称 为 参考 曲面 。 对 
于 每 一 个 等 距 曲 面 ,上 的 点 ,方程 (5. 5, 2) 中 的 z 
是 常数 :nm 是 参考 曲面 的 单位 法 向 矢量 ,对 于 确定 
的 参考 曲面 ,其 法 线 方向 仅 取决 于 点 卫 的 举 标 
(全 ,ez ,故人 ,22 也 一 一 对 应 地 确定 了 等 距 曲 
而 了 上 的 点 P.。 方 程 465.5. 2 可 以 作为 等 距 曲面 
.的 参数 方程 ,而 (# 182?) 也 是 等 中 曲面 上 与 点 忆 
的 相对 应 的 了 ,点 的 学 标 。 图 5. 15 表示 了 等 距 曲 图 5.15 等 卡 曲 而 
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面 上 1,&* 线 的 几何 意义 , 当 卫 点 沿 参 考 曲 面 上 的 &',&' 线 移动 时 ,了 ,点 在 等 距 曲 面 >。 
上 所 形成 的 轨迹 就 是 .上 的 ,6: 线 ， | 

事实 上 ,(5.5.2) 式 也 可 以 看 作 是 一 种 映射 , 它 将 点 卫 的 集合 曲面 映射 为 点 .的 
集合 王 , 曲 面 。 本 节 将 讨论 等 距 曲 而 与 参考 曲面 上 的 基 矢 量 , 第 一 .第 二 基本 张 量 之 间 的 
变换 关系 。 
5.5.1 等 距 曲 面 的 基 矢 量 


与 (5.1.3) 式 相 类 似 地 可 定义 
= pir pn (e 一 wa 一 二 2) (5, 5.3) 


由 Weingarten 公式 (5, 2,1) 可 知 ,4,。 是 p ,的 线性 组 合 , 故 等 距 曲 面 的 协 变 基 矢量 
与 参考 曲面 上 相应 的 协 变 基 矢 量 p ,之 间 应 满足 线性 变换 关系 ， 


r= fp, (=1,2) (5, 5, 4) 
其 中 变换 系数 产 可 由 (5.2.1) 式 代 人 (5.5.3)? 式 求 得 
= (=a=1,2) (5, 5, 5a) 


上 述 诸 式 中 ,我 们 在 ,万 的 下 标 a 上 加 了 “~” 号 ,是 为 了 表示 该 指标 所 标记 的 量 是 
属于 等 距 有 曲面 的 。 事实 上 ,(5, 5. 3) 式 与 (5. 5. 5a) 式 左右 两 端的 a 与 4 指标 ,分 别 标 记 等 
距 曲 面 与 参考 曲面 的 量 , 但 数值 上 &=a。 将 p* 分 别 点 积 (5, 5, 4) 式 左右 两 端 ,得 到 

f=pp"=6 wd (w=a=1,2) C5, 5.5) 
(5, 5, 4) 式 与 (5. 5, 5) 式 说 明 参 考 曲 面 上 的 已 点 与 等 虐 曲 面 上 对 应 的 P. 点 处 具有 相同 的 
法 线 , 即 已 点 与 已 .点 处 的 切 平面 互相 平行 ,因而 等 虐 曲 面 3. 也 称 参考 曲面 2 的 平行 
曲面 。 

用 等 距 曲 面 的 协 变 基 矢量 也 可 以 表示 参考 曲面 的 协 变 基 矢 重 ,有 逆 变 换 关 系 ， 


pi= fs =1,2) (5. 5, 6) 
还 可 以 定义 等 距 则 面 的 着 变 基 矢 量 二, 它 与 协 变 基 矢 量 之 间 满 足 对 偶 关 系 ， 
Fr (8 1,2) (5.5.7) 
将 (5. 5. 6) 式 左右 点 积 # ,利用 (5. 5.7) 式 ,得 到 
fh=pirrds (f=1,2) (5. 5. 8) 


等 距 曲 面 与 参考 曲面 的 道 变 基 矢量 与 p * 之 间 也 服从 线性 变换 关系 , 且 利 用 
(5.5.8) 式 可 以 证 明 , 逆 变 基 矢量 的 变换 系数 就 是 协 变 基 矢量 的 道 变换 关系 (5, 5. 6) 式 中 
的 系数 f, 即 

ri=fip' (f=1,2) (5.5.9) 

区 伏地 ,还 有 道 变 基 矢量 的 道 变 岳 关 系 

一 (5. 5, 10) 


二 的 张 量 分 析 
其 中 变换 系数 卢 就 是 协 变 基 矢 重 的 变换 关系 式 (5. 5. 4) 中 的 变换 系数 , 即 满足 


(5.5.5) 式 。 
利用 对 侦 关 系 (5.5.7) 式 易 证 . 
FA (Caf=1,2) 《5.5.11) 
即 它们 所 构成 的 矩阵 互 送 , 从 而 
[= [FAT = [Rw] (5. 5. 12) 


应 注意 的 是 ,上 述 变换 系数 上 * ,了 并 非 同一 空间 两 组 不 同 坐标 系 中 基 矢量 的 变换 系 
歼 ， 参 考 曲面 与 等 距 曲 面 采 用 的 是 相同 的 坐标 #* ,而 /: ,六 是 两 个 不 同 的 曲面 (二 维 空 
间 ) 上 基 矢 量 的 变换 (映射 ) 关 系 。 

变 搞 系 数 天 取决 于 曲面 的 第 二 基本 形 系数 5", 换 言 之 , 即 取决 于 曲面 的 弯曲 各 度 。 
在 正 交 坐 标 系 中 ,由 甫 5. 1 及 (5. 5, 5) 式 可 以 直接 以 参考 曲面 的 曲率 . 捏 率 表示 如 下 ; 


多 A 
| 一 本 一杯 时 
[fi;]= : (5. 5. 13) 
| 一 -xz 1 十 声 
BR 及 
在 主 坐 标 系 中 ,上 式 变 为 
Ee 
| 1+ 站 0 
[fi;]= (5, 5, 14) 
9 1+ 元 
2 


5.5.2 等 距 曲 面 的 第 一 基本 形 


车 等 距 曲面 上 线 元 dr 的 弧 长 为 由, 则 
Cd) = rd de? 


定义 
BE 二 Fr {5, 8.15) 
称 
i= (ds): = gisdé "dé C5, 5, 16) 
为 等 虐 曲 面 的 第 一 基本 形 ,ga 为 等 距 曲面 的 第 一 基本 形 系数 ， 
类 伏地 还 可 以 定义 
本 一 六 or 《5.5, 17) 


等 距 曲 面 的 第 一 基本 张 量 为 
有 一 gasrr =g rr 一 人 riri 二 Brort (5.5,18) 
利用 (5.5, 4),(5,5.6),(5.5.9),(5,5,10),(5.5.15) 和 (5,5.17) 式 ;可 以 求 得 等 距 有 是 


面 与 参考 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 癌 的 变换 关系 为 
gig= fifa (5. 5. 198) 
本 一 fafa” (5. 5, 19b) 
a = fof Big (5, 5, 19c) 
人 下 (5, 5. 19d) 


将 等 中 曲面 与 参考 曲面 某 矢 景 的 变换 关系 (5. 5. 9) 式 .第 一 基本 形 系数 间 的 变换 关系 
(5.5. 19) 式 ,以 及 变换 系数 间 所 服从 的 (5.5. 11) 式 代入 (5.5.18) 式 ,我 们 发 现 ,等 距 曲 面 
与 参考 曲面 互相 对 应 的 点 P, 与 P 处 皇上 共有 不 同 的 第 一 基本 形 系数 ,但 却 具有 相同 的 第 一 


基本 张 基 实体， 
g= RE = a pp!= 三 《5. 5. 20} 


5.5.3 参考 曲面 的 第 三 基本 形 


根据 (5. 5. 5) 式 和 (5. 5. 19) 诸 式 , 可 以 由 参考 曲面 的 第 一 ,第 二 基本 形 系数 求 得 筹 距 


曲面 的 第 一 基本 形 系 数 
号 二 一 (人 一 2 ) 《人 一 动 ? JE 


一 Gop 一 2 呈 Tt rg (a 一 《及 一 请 一 1,2) (5. 5. 21) 
当 z=0 时 ,g;s 就 是 参考 曲面 的 第 一 基本 形 系数 4a。,。 上 式 中 
wy = ba = bbma” = bb (4p= 1,2) (5, 5. 22) 


称 为 参考 曲面 的 第 三 基本 形 系 数 ， 
参考 曲面 的 第 三 基本 形 系 数 与 其 第 一 ,第 二 基本 形 系数 之 间 有 浴 下 关系 ， 
vy —— bs — ask (5. 5. 23) 
式 中 万 为 曲面 的 平均 曲率 , 玉 为 曲面 的 Gauss 得 率 。 上 式 可 以 这 样 证 明 ,将 (5. 5. 22)， 
《5. 1.50) 和 (5, 3. 14) 式 依次 代入 下 式 左 问 ,得 到 
vst hsH = (dba — bba)a” = Racga” 

由 Riemann-Christoffel 张 量 的 对 称 与 反对 称 性 (5, 3, 12) 诸 式 及 旋转 张 重 的 反对 称 性 ， 
可 证 

Ro 一 Kescoe (ep 一 1，2) 《5.5. 24) 
故 

bg + bal 一 Keucoan”™ 
特 c 必 等 式 (5.1.73) 代 人 上 式 , 得 到 
vy bal 一 Kta,ay — a a” = Klas ™ ?24,9) ——aak 


故 (5. 5. 23) 式 得 证 ， 
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由 (5.5,21),(5.5.23) 式 可 以 看 出 , 若 在 参考 曲面 上 6, 线 互相 止 交 但 非 主 坐 标 ， 
即 cs 一 0,5* 季 0, 则 在 等 中 曲面 上 有 与 后 线 不 正 交 ,gs 天 0。 只 有 当 & 6 是 参考 沿 面 
的 主 坐 标 时 , 它 同 时 又 是 等 距 曲 面 的 正 交 举 标 。 
定义 曲面 的 第 三 基本 形 为 
Wm = wdé"dés (5. 5, 25) 
第 三 基本 形 的 几何 意义 可 以 这 样 理解 ;将 (5, 5, 3) 式 代入 (5. 5. 15) 式 , 则 
Bg = (Pr 十 玖 ye) + (pp + 2 yp) 
比较 上 式 与 (5. 5.2]) 式 的 项 , 知 
bg = He fp (5. 5. 26a) 
故 
vd$ déF = Cysdé°) (nspdé3) = (dn) + (dm) 一 (de (5.5.26b) 
上 式 的 几何 意义 如 图 5. 16 示 。 


图 5.16 第 三 基本 形 的 几何 意义 


将 (5. 5,23) 式 及 第 一 ,第 二 基本 形 的 定义 式 代 人 (5.5.25) 式 ,得 项 面 的 第 三 基本 形 与 
第 一 ,第 二 基本 形 的 关系 


H=— HE-—KI 《5. 5. 27) 
还 可 以 定义 vp'p 为 曲面 的 第 三 基本 张 量 ,由 (5. 5. 22) 式 ;: 
vp'pi=b ba por bbap'peb (5.5. 28) 
由 (5, 5, 23) 式 知 ,曲面 的 第 三 基本 张 量 与 第 一 .第 二 基本 张 量 之 问 满 足 ， 
bom— Hb— Ka 《5.5. 29) 
上 式 可 以 写作 
B+Hi+Ka=1 (5, 5, 29a) 


回顾 5. 1 节 中 第 二 基本 张 量 上 $ 的 特征 方程 (5, 1. 43) 式 和 平均 直率 了 .Gauss 曲率 K 的 定 
义 (5.1. 50) 式 与 (5. 1.51}) 式 ,b 的 特征 方程 (5, 1.43) 式 也 可 写作 

+ 也 十 K=0 . (5. 5. 30) 
H,K 分 别 为 5 的 第 一 、 第 二 主 不 变量 。 可 见 (5, 5. 29a)} 式 就 是 二 阶 张 量 二 的 


i 
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Cayley-Hamilton 等 式 。 


5.5.4 “等 距 曲 面 上 面 元 的 面积 


与 参考 曲面 的 (5. 1. 21) 式 相 类 似 ,等 距 曲 面 上 由 两 对 坐标 线 后 ,十 由 2 6 6 十 
ds 所 图 成 的 曲 边 四 边 形 面 元 为 
dA = rr Xr dtl de?: = nygdé!'de: (5. 5. 31) 
上 式 中 
8 = det(gss) = detkaos — 22b og + Hv) = 
a — 2z(anbs + asnrbir — 2a1b1s) + ze Ld br bes 一 站 下 十 (abs + As — 280 )j 二 
2 (Chive + bog th — 261a Ms) + x dettyg)} (5, 5. 32) 
将 (5,1.20a),(5, 1, 50) 5.1.51) 与 (5.5.23) 式 代入 上 式 ,注意 到 
—aH=ab’, =aa’b,, = (aub tab —2a2 bs) 
《ap tt am —2am) =aaye=a.= ,Ha.K= Hi—2K 
(bra + bmi— Zh ) —bH+aHK=2aHK 


将 上 述 各 式 代 人 (5, 5, 32) 式 ,得 到 
g= a[l+2Hz + (H? + 2K)z +2HKz: + K:zt] 
= a{l + Hz Kr:): (C5, 5, 33a) 


或 用 曲面 的 主 曲 率 志 , 冯 -表示 日 与 ,得 到 


s=a(1+ 产 ) (1+ 羡 》 (5. 5, 33b) 


上 式 也 可 以 利用 (5. 5, 31) 式 证 明之 。 将 (5. 5, 3) 式 代入 (5. 5. 31) 式 并 展开 之 ,利用 
(5.2. 1)，(5,1.50) 及 (5. 1. 51 式 , 则 
YEn = rrXr= (pi rH) X (pst xn) 
= PXpst ep Xn tn Xp) eh XN) 
= [1— (b+ bi) + Bub bb) (pix ps) 
= (1+ xH+2K) van 


Vg = (tH+eR) Ya (1+E)(1+€E C8. 5, 34) 


5.5.5 等 距 曲 而 的 第 二 基本 形 
与 参考 曲面 的 (5. 1. 28) 武 相 类 似 , 可 定义 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 系数 di ,利用 
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(5,1, 28a) ,C5. 5.3) 和 (5,5.22) 式 ,可 将 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 系 数 用 参考 曲面 的 第 二 、 
第 三 基本 形 系数 表示 如 下 ; 
djs=— rt; Rg =— (HF — 6) pur Np = (Fe — WD ) bo 
= bp — hog (5, 5. 35) 
将 (5.5. 23) 式 代 人 上 式 , 则 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 系 数 冰 可 以 进一步 用 参考 曲面 的 第 一 、 
第 二 基本 形 系数 及 其 平均 曲率 囊 ,Gauss 曲率 表示 为 
dss = ball+#H) + zKa,s (5, 5. 36) 
由 上 式 可 知 , 当 坐 标 二 ,8: 采用 参考 曲面 的 主 坐 标 时 , 它 也 是 等 距 曲 面 的 主 坐 标 。 换 言 
之 ; 当 a 二 二 0 时 ， 8T7 一 cry 一 0。 所 以 对 于 解决 许多 有 关 济 这 的 问题 ， 采用 主 坐 标 系 
将 是 方便 的 ， 


5.5.6 ” 主 坐 标 系 中 等 本 曲面 的 几何 参数 


在 主 举 标 系 中 ,可 以 用 Lamé 参数 A,B 及 主 曲率 六 , 豆 - 表 示 参 考 曲 面 的 第 一 、 第 二 基 


本 形 系数 , 见 表 5. 1 示 。 参 考 曲 面 的 第 三 基本 形 系数 为 

,= B. 

22 (R;,): 

由 (5.5.21) 和 (5.5.35) 式 ,可 将 等 距 曲 面 的 第 一 ,第 二 基本 形 系 数 用 上 述 参 考 曲 面 的 
几何 参数 表示 。 


grr = 证 (1+ 羡 ) ， grr =0， grr = 下 (1+ 头 ) (5.5. 38) 


1 0 


(5,5.37) 


=a(1+ 站 ) 和 :+ 下 人 十 庆 ) 9 9 
dr 一 信人 + 总 

dy =0 

dr = 元 (1+ 半 ) (5. 5, 40) 
并 一 全 (+ 十 )at: 一 臣 人 十 着)a7: 5,5,41) 


从 而 ,等 距 曲 面 的 主 曲率 为 
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1 dr 1 

1 上 5. 5. 42 
R, Bry RK: 二 2 . ) 
上 述 (5, 5, 38)、(5. 5, 42) 式 具有 十 分 明显 的 几何 意义 ,如 图 5. 17 示 。 


有 + 高 jd 


图 5.17 主 坐 标 系 中 的 参考 曲面 与 等 距 虹 而 


习 题 
5.1 取 贺 柱 面 上 的 Gauss 坐标 为 人 8, 9) , 见 图 5.18。 
求 :orbn 主 曲率 起, 站 ,平均 几率 ,Gauss 曲率 。 


A 


图 5.18 圆柱 而 图 5. 19 旋转 曲面 
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5,2 已 知 : 旋转 曲面 上 的 Gauss 举 标 为 (8,z), 见 图 5.19, 曲 面 上 点 的 矢 径 
p= flr)cosdi t+ flz)sin® + 
求 ; ou vie， 主 昌 率 六 ,总 ,平均 曲率 ,Gauss 曲率 。 
5.3 1,14 题 中 的 斜 圆 维 商 上 ,已 求 得 (8,z) 举 标 系 中 
[es 一 


sing 二 (H+ RC +2RCcos) 


求 : NE :平均 曲率 ,Gauss 曲率 。 


.4 求证 ， =—a" Th— 一 Ta， 


入 


1 a 
5.5 求证 :Fe a 
5.6 求证 :单位 矢量 的 求 导 公式 (5, 2, 15a,b) 式 ,并 进一步 求证 正 交 系 中 的 单位 估量 
求 导 公式 (5.2.17) 式 。 
5.7 求 题 5.1 中 国 杭 面 上 ($4,98) 沧 标 系 中 的 Ti 。 设 ap7A 二 ps/A; 求 
nes 
二, 入 


5.8 求全 9.1 中 的 加 环 曲面 上 (9,98) 坐标 系 中 的 2 Rs 设 志 二 pi/Ais@ 一 


(Ca, pf, 7 一 1,2) ， 


pu/4., 求 ， 33012 

5.9 ”对 于 殴 环 由 面 ,验证 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 。 

5. 10 已 知 : 施 转 张 量 c 一 capre ， 

求 : VicaVe 

5.11 已 知 ; 题 5.1 中 的 圆柱 曲面 有 位 移 场 wap ,十 坟 R 一 Wel 十 er 十 Wans 

求 : 圆柱 曲面 的 位 移 梯度 wY 。 切 面 内 应 变 分 重 Es( 为 uV 的 对 称 部 分 ) ,5g 的 物理 
分 量 Eyes Ee (Ee 一 6 一 E101 十 Bese 十 Eio (B16 十 bz61))。 其 转动 矢量 分 景 7, ,5( 取 
决 于 wv 的 反对 称 部 分 交 wpp 'p 5 加 非 切面 部 分 yap ");Y, 对 应 的 物理 分 量 7C1》 ,YC2》 
(% 二 Y,p 十 部 二 7Y(1)e 十 7Y627ez 十 后)。 

5.12 已 知 : 圆柱 之 中 的 内 力 素 可 表示 为 并 矢 式 :T= Tp, pa 一 Ninp p= Te ee 十 
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Tyerts Tole@ te — (NAe dt Nne) ,其 中 Tp 为 切面 内 力 :Ne 为 横 剪 力 ， 所 受 外 
力 为 里 二 ,一半 (1}el 十 和 (2)es。 | 


试 列 出 分 别 以 了 的 张 量 分 量 和 物理 分 量 表示 的 圆柱 壳 平衡 方程 了 ,一 0. 
5.13 求 例 5.1 中 的 回环 曲面 上 (9,9) 坐 标 系 中 的 第 三 基本 形 系数 va, 臣 离 参考 曲 
硬 为 < 的 等 了 曲面 的 第 一 基本 形 系数 g;， , 主 明 率 


第 6 章 张 量 场 函 数 对 
参数 的 导数 


以 前 各 章 所 研究 的 张 量 场 均 只 是 空间 位 置 ( 坐 标 ) 的 函数 ,而 与 其 他 参数 无 关 。 在 连 
续 介 质 力学 的 许多 领域 中 , 张 量 场 往往 还 随 坐 标 以 外 的 某 些 参 数 而 变化 例如 在 动力 学 
和 流体 力学 问题 中 , 张 量 场 随 时 间 t 而 变化 ;在 变形 固体 静 力 学 问题 中 , 当 超 出 线 弹 性 范 
辆 后 (例如 部 性 和 辣 弹 性 问题 ), 就 必须 考虑 变形 历史 的 影响 。 为 此 需 引 人 一 个 描述 变形 
进程 的 参数 (例如 可 到 时 间 ,载荷 大 小 或 塑性 区 尺寸 等 ) 。 物 体内 的 应 力 场 和 位 移 场 都 将 
同时 是 这 个 参数 和 坐标 的 函数 ， 下 面 一 律 用 + 来 表示 参数 ， 

本 章 讨论 张 量 随 参数 + 变化 时 的 导数 。 这 是 研究 连续 介质 力学 问题 时 必须 具备 的 数 
学 知识 。 


6.1 质点 运动 


物体 是 由 质点 组 成 的 。 在 任何 时 刻 , 只 要 组 成 物体 的 各 质点 的 位 置 已 知 , 则 物体 的 形 
状 也 就 确定 了 。 另 一 方面 ,许多 物理 量 ,例如 位 移 , 速 变 , 加 速度 . 力 , 密 度 等 也 都 是 定义 在 
质点 上 的 。 所 以 在 研究 整个 物体 以 前 ,本 节 先 讨论 单个 质点 的 运动 以 及 定义 在 质点 上 的 
矢量 的 变化 ， 


6.1.1 质点 的 运动 速度 


前 面 已 指出 ,任意 空间 点 的 位 置 可 以 用 矢 径 
r= rr rr ) = Hr) (8, 1,1) 
来 表示 。 相 邻 两 空间 点 的 矢 径 若 为 


dr = A drt dz (6. 1.2) 
日 


其 中 
及 二 【6, 1,3) 


he 
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为 协 变 基 汞 量 , 它 也 是 空间 点 位 的 函数 。 
现在 研究 某 个 在 空间 中 运动 着 的 质点 ,该 质点 在 不 同时 刻 占有 不 同 的 空间 点 位 ,例如 
在 :时 刻 占 有 位 置 忆 ,而 在 ! 十 出 时 刻 占有 位 置 P( 见 图 6.1)。 如 果 选 用 固定 在 空间 的 参 
考 坐 标 , 则 运动 质点 的 坐标 值 x , 因 简 矢 径 +, 将 是 时 间 参 数 的 函数 , 即 
r= rr()) C6, 1. 1a) 


fd 


gt 


Rtttde} 
rd 


gttdi) 


A 
图 6.1 


当 参 数 上 变化 由 时 , 按 复合 函数 求 导 规则 得 矢 径 r 对 + 的 导数 为 中 
dr Aar dx dr’ 
Hd rd ds 6. 1. 4a) 
应 该 迭出 ,这 里 的 是 运动 质点 该 时 刻 所 在 位 置 处 的 柳 时 基 拓 重 ,， 本 来 按 
(6. 1.3) 式 定义 的 g, 是 固定 坐标 系 的 基 矢 量 , 它 仅 是 空间 点 位 的 函数 ,与 参数 上 无关。 
但 由 于 质点 在 运动 ,不同 时刻 占有 不 同 的 空间 位置 , 所 以 瞬时 基 矢 量 是 间接 地 与 参数 t 
有 关 的 , 即 


8 = gC (1)) 《6. 1. 3a) 
质点 的 运动 速度 wv 等 于 该 质点 的 矢 径 对 参数 上 的 导数 。 把 它 对 质点 的 瞬时 基 矢 量 
分 解 


ob- 守 - vig, (6. 1.4b) 
和 (6,1.4a} 式 相 比 得 
od -4 v(t) (6, 1. 5) 
dr 


即 质点 速度 的 送 变 分 量 等 于 质点 坐标 对 参数 1 的 导数 ,显然 它 仍 是 参数 ;的 函数 。 


四 《6.1,25 式 由 才 示 党 打上 商 相 部 点 位 的 秋 答 益 ,(6 1 a) 式 中 由 表示 同一 质点 在 出 时 间 间 也 内 括 径 r 的 变化 
邵 位 移 )， 
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6.1.2 任意 矢量 对 参数 的 导数 


把 定义 在 质点 上 的 任意 和 失 量 ut) (例如 质点 的 速度 ,加 速度 等 ) 对 甩 时 的 协 变 基 或 道 
变 基 分 解 ,得 
ut) = wg) 一 (re (6, 1.6) 
当 把 矢量 站 对 上 求 导 时 ,民间 时 考虑 分 量 和 基 矢 量 多 变化， 以 按 协 变 基 分 解 式 为 例 , 则 


dutty de) Lu Ce 


dd dt 
为 了 方便 ,将 三 闪 第 二 项 中 的 星 指 标 改 各 为 mz。 利用 复合 函数 求 导 规 则 和 协 变 基 矢量 对 
坐标 的 导数 公式 54. 1.4) ,有 


了 dz 


d8。 Ne QR, dr 二 
De df gi 


df or 旺 
代 人 前 式 , 并 利用 (6. 1， 5 六 国 


( 呈 到 (3 uw, je 污 人 es， 《6. 1.7) 


(6, 1.8) 


称 为 天 量 分 星 w' 对 参数 1 的 全 导数 。 其 中 右 端 第 一 项 反映 了 分 有 量 wx 荫 参 数 # 的 变化 ,第 
二 项 反映 了 因 质 点 运动 引起 点 位 变化 凋 时 致 的 瞬时 其 矢量 的 变化 。 可 以 看 到 ,如 果 质 点 
无 运动 (tw 二 中 或 大 者 众 标 系 的 基 矢 量 与 点 位 无 闫 (Ts, =0, 例 如 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ) ,出 
第 二 项 为 零 , 全 导数 就 等 于 分 量 导数 ， 

De _ du C6, 1,84) 


其 中 


同 理 , 由 (8, 1,6) 趟 中 对 道 变 基 的 分 解 式 并 利用 族 变 基 失 量 对 坐标 的 导数 公式 
(4, 1. 19) 可 得 
du Da 


下 Tye (6. 1,9) 


其 中 
Du; du ER 
人 二 证 一 wm Te £8, 1]. 10) 
应 该 指出 ;矢量 # 和 和 参数: 邦 是 与 仅 标 远 择 无 关 的 物理 是, 所 信里 也是 与 坐标 选择 无 关 的 


矢量 。 由 (6.1.7) 和 (6. 1. 9) 武 可 知 ,全 导数 2 和 了 分别 是 矢量 业 的 逆 变 和 协 变 分 黄 ， 
它们 满足 如 下 指标 升降 关系 ， 
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Du: De Du _ ;Du; 
Dr Sb’D 4 Db 
但 是 分 晤 导数 "和 8 之 间 并 不 存在 指标 升降 关系 。 因 为 (6.1.8) 和 (6. 1. 10) 式 表明 ,全 


导数 由 两 项 组 成 ,其 中 第 二 项 包含 Christoffel 符号 , 它 并 不 是 张 量 ,因而 第 一 项 分 量 导 数 
也 不 可 能 是 矢量 的 分 量 ,所 以 不 存在 指标 升降 关系 。 


如 果 把 任意 矢量 荆 取 为 质点 速度 w , 唱 5 就 是 质点 的 加 速度 a。 由 以 上 讨论 可 知 ,a 
对 瞬时 协 、 赣 变 基 的 分 解 式 为 


《6, 1. 11) 


6 一 08; 一 48 (6. 1, 12a) 
1 Dr dv 坎 ， 真 于 时 

a= 一 rh 6, 1, 12b) 
_ Do dv ,no 

4 一 和 二 一 Ts (6. 1, 12c) 


6.1.3 举例 


利用 上 述 矢量 对 参数 的 导数 公式 ,可 以 计算 各 种 曲线 坐标 中 质点 速度 和 加 速度 的 张 
量 分 量 和 物理 分 量 。 举 例如 下 。 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 张 量 分 县 和 物理 分 量 无 区 别 , 即 


a ,a ,doe 
dt 有 dd 
在 贺 柱 坐标 系 中 为 
Tz =r =z 


有 1 一 1， B77 一 天 ， 名 一 1 (其 余 分 量 为 零 ) 
ia 一 Ta 一 工 ， Tis 一 一 闻 (其 余 分 量 为 零 ) 


速度 vv 的 张 量 分 量 为 
-全 = (6.1.13) 
式 中 以 及 后 文中 ,用 *， ”表示 对 时 间 的 导数 ,0 一 d() /由 。 物 理 分 量 为 
_ dr _rde _ dz 
wD》 一旦 ,WX2) = 呈 ， v9) 一 时 C6. 1, 14) 


加 速度 4 的 张 量 分 量 为 


的 


1 Do dv 


4 Dr tv Tu 一 r 本 所 

2 _ Dv _ mk 

a = r= dr Tv Te 一 也 十 了 《6. 1,15) 

一 Dv 二 吧 + Tt 了 一 巡 

物理 分 量 为 

at1》 一 上 一 7 让 
ac2 一 让 十 2 (6, 1. 16) 
ag3》 一 六 


考虑 图 6. 2 所 示 作 平面 图 周 运动 的 管子 ,管内 流体 沿 管 轴 方 向 流动 , 则 以 上 三 式 给 出 
了 党 体质 点 的 运动 学 关系 式 。 可 以 看 到 , 径 向 加 
速度 51? 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 流体 对 管 辟 的 
相对 加 速度 > , 另 一 部 分 是 由 管子 作 厚 周 和 运动 所 


引起 的 牵连 加 速度 一 + 6:, 同样 , 切 向 加 速度 
a《2) 也 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 管子 作 阅 周 运 


动 所 引起 的 这 连 加 速度 r6 , 另 一 部 分 则 是 哥 式 


加 速度 276， 
对 于 常用 的 坐标 系 ,可 以 直接 用 正 交 标 准 化 “ 图 6.2 

基 矢 量 的 求 导 公式 求 得 质点 速度 与 加 速度 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 例 如 在 圆柱 坐标 系 

中 , 设 正 交 标准 化 医 为 e, ,6ie ,其 中 eye 各 为 滑 坐 标 r,0,z 变化 的 方向 的 单位 矢量 。 

ae6，e, 随 点 位 而 变化 ,因此 它们 都 是 坐标 ,6,z 的 函数 。 当 质点 运动 时 ,质点 位 置 处 的 

单位 矢量 wesye, 方向 通过 r+, 如 z 的 变化 而 随时 间 : 不 断 变化 。 由 复合 函数 求 导 公式 ,有 


， Be， De， aeg,， 
一 En a Fr 
6 一 7 十 有 十 了 


b= + (6.1.17) 
= + + 
将 圆柱 坐标 系 中 单位 基 僚 量 e ,es,e, 对 坐标 7 ,9,z 的 导数 公式 (4,9.16)( 见 4.9,2) 代 人 
上 式 ,得 
8 = Bp, 6 =—Be, 6&=0 《6. 1. 18) 
其 实 ,(6.1.18) 式 很 容易 直观 写 出 ,无 需 上 述 推 导 。 
设 质点 矢 径 r，+ 速 麻 ;加 速度 机 的 表达 式 各 为 


232 


张 量 分 析 ( 第 2 版) 


rr, 
由 = ve, 十 Te 十 Te (6. 1. 19) 
= de, 二 ey Te. 
式 中 .usw 为 速度 的 物理 分 其 , 即 w<1) ,wd2》 ,v63) ,a, ,ao,4, 为 加 速度 的 物理 分 量 , 即 
etlys6c2>83》。 利 用 和 失 径 ~ 速度 w 与 如 速度 a 的 关系 有 
dr _ ， dv 


(6. 1, 20) 


= 0 二 
ti dt 
将 56.1.19) 代 人 (6 1.20) ,并 利用 (6, .18) ,可 得 
本 (6.1. 21) 
dt 
dU. 也 — wd 一 r 一 A 
ge wv = re (6. 1. 22) 


8 一 一 多 
式 (6,1.21) 就 是 式 16.1.14)， 式 (6. 1.22) 就 是 式 (6. 1. 16)。 球 者 应 该 学 会 在 常用 的 坐标 
系 中 ,不 用 任何 书 中 的 会 式 ,直接 地 用 和 直观 迅速 导出 以 上 及 类 做 的 会 式 。 


6.2 Euler 坐标 与 Lagrange 坐标 


下 面 来 研究 由 许多 质点 组 成 的 连续 介质 。 在 连续 介质 中 ,不 同 质点 在 同一 时 刘 占 有 
不 同 的 空间 点 位 ,这 捕 述 了 在 该 时 刻 连 续 介 质 各 质点 所 在 的 位 置 , 或 着 说 ,这 描述 了 连续 
介质 在 注 时 刻 的 构 形 。 另 方面 , 阿 一 质点 在 全 同时 刻 也 占有 不 则 的 空间 点 位 ,这 说 明了 
该 质点 的 适 动 规律 ,而 所 有 各 质点 的 运动 规律 也 就 构成 了 连续 介质 的 运动 规律 。 有 了 两 种 
描述 连续 介质 运动 的 方法 。 
6.2.1 ”Euler 坐标 

Euler 坐标 是 固定 在 空间 中 的 参考 坐标 ,又 称 空间 坐标 或 固定 坐标 , 记 做 x 。 它 不 随 
质点 运动 或 时 间 参 数 ! 曾 变 化 ,是 -种 措 述 物体 运动 的 静止 背 dr 
景 。 每 组 Euler 坐标 值 zi (i 一 12,3) 定 义 了 一 个 固定 点 位 。 2 
如 用 矢 径 7 来 表示 空间 点 位 , 见 图 6.3, 则 如 (6. 1.1) 式 , 即 


re Fr) 【6.2.1) 
以 机 表 未 相 邻 两 质点 问 的 线段 , 则 
dr = de'g:; {6.2,2) 


其 中 , 协 变 基 失 量 


和 5 这 张 量 场 画 数 对 计数 的 导数 


gi 一 2 = gi(x) (6.2,3) 


是 随 空间 点 位 而 变化 的 。 在 以 前 名 章 中 ,所 讨论 的 都 是 固定 在 空间 的 Euler 坐标 。 利 用 
前 面 知识 可 直接 写 册 度量 张 昌 
人 = 人 (6.2.4) 
种 Christoftei 符 导 的 计算 公式 , 见 (4.1. 15) 与 (4 1 18) 式 。 它 们 都 是 与 参数 ;无关 的 ， 
质点 的 运动 在 Euler 坐标 系 中 表现 为 :同一 质点 在 不 同时 刻 占 有 不 同 的 空间 点 位 , 因 
而 质点 的 Euler 坐标 值 是 随 参数 上 而 变化 的 , 旭 (16. 1. 18) 式 , 即 
rg = Fp Cr Ct)) (68. 2, 1a) 
于 是 ,和 质点 瞬时 位 置 相关 的 基 矢 量 、 度 量 张 最 和 Uhristoffel 符号 等 也 都 通过 质点 坐标 
2 间接 地 与 参数 上 有 关 了 。 不 同 的 质点 上 有 不 同 的 运动 规律 ,在 (6. 2. 1a) 式 中 用 下 标 
“( 忆 ?加 以 区 别 。 


6.2.2 Lagrange 坐标 

Lagrange 坐标 是 内 在 物体 质点 上 , 随 物 体 一 起 运动 和 变形 的 坐标 ,又 称 随 体 坐 标 或 
嵌入 坐标 , 记 作 8'。 尤 论 物体 怎样 运动 和 变形 ,每 个 质点 变 到 什么 位 置 ,同一 质点 的 
Lagrange 坐标 值 基 始终 保 持 不 变 的 。 所 以 每 组 Lagrange 坐标 值 $C 二 1,2.3) 定 义 了 一 
个 运动 着 的 质点 。 我 们 有 时 就 用 :表示 硕 点 ,就 好 像 用 姓名 表示 一 个 人 一 样 , 光 论 这 个 


人 走 到 哪里 ,他 的 姓名 不 变 。 

Lagrange 坐标 的 这 一 特性 可 以 用 图 6. 4 来 说 明 ， 考 虑 变形 前 在 $1 坐标 钱 上 的 三 个 
质点 DA,B, 它 们 的 上 和 8 坐标 值 均 为 零 。 由 于 Lagrange 坐标 是 嵌 在 质点 上 的 ,所 以 
变形 后 三 个 贡 点 的 新 位 置 0 ,4' ,B 仍 在 同一 条 :坐标 线 上 , 且 新 坐标 值 $: 和 81 仍 均 
为 零 ， 昌 然 弧 段 OA" 和 PY 可 以 比 原 长 O04 和 AB 为 长 (或 短 ) ,但 由 于 度量 的 尺子 (坐标 


从 
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系 ) 也 发 生 了 完全 相同 的 伸 长 (或 缩短 ) ,所 以 读数 (O ,4 ,万 各 点 的 新 $ : 坐标 值 ) 仍 保持 
不 变 。0OAB 是 变形 前 的 E 坐标 线 ,OA'B' 蚌 变形 后 的 $' 坐标 线 , 它 们 是 由 相同 的 一 些 
质点 组 成 的 。 对 于 其 他 质点 也 可 作 完 全 类 似 的 解释 。 

在 变形 前 :一 0 时 刻 物体 的 初始 形态 中 , 矢 径 


r= rt’) (6. 2.5) 
是 随 质 点 ( 即 Lagrange 坐标 值 $') 而 异 的 。 相 邻 两 质点 间 的 线段 为 
是 二 改 沟 ， (6.2.6) 
其 中 
。 ar 
Bi i ) (8, 2,7) 


是 :=0 时 刻 Lagrange 坐标 系 的 协 变 基 矢量 , 它 也 是 随 质点 而 异 的 。 由 此 可 求 得 初始 构 
形 中 ( 即 := 一 0 时 ) 的 度量 张 量 
C= gyg' 8 Bs = E+ (6, 2.8) 
并 进一步 出 (4, 1. 15) 与 (4, 1. 18) 式 求 得 相应 的 Christoffel 符号 ,这 里 用 每 个 量 上 而 的 
小 圆 图"。” 表 东 :二 0 时 刻 的 值 。 
下 面 来 研究 物体 变形 后 的 构 形 。 如 图 6.4 所 示 , 变 形 使 组 成 物体 的 各 个 质点 运动 到 
新 的 空间 位 置 。 相 应 地 , 矢 径 7 由 初始 位 置 r 变 为 
r= rei,t) (6. 2,9) 
这 里 + 是 坐标 &' 和 和 参数: 的 函数 但 坐标 6' 本 身 与 ; 无关, 因为 无 论 物 体 怎样 变形 , 同 
一 质点 的 Lagrange 坐标 始终 保持 不 变 。 对 此 ,我 们 说 Lagrange 坐标 是 随 物体 一 起 变形 
的 ,或 称 “ 随 体 "的 。 质点 坐标 和 时 间 参 数 能 各 自 独立 变化 ,这 是 Lagrange 描述 法 的 主要 


优点 。 
现在 把 1 阅 定 , 妈 考 虚 变 形 过 程 中 1 时 刻 物体 的 构 形 , 则 连接 相 邻 两 质点 的 线段 为 
由 二 这 上 二 dd 撤 ， (6. 2. 10) 


其 中 , 求 信 导 数 j 时 ,参数 :应 看 作 沉 数 ， 为 明确 起 见 ,有 时 也 记 为 [58 。 而 


、 dF 
Bi et ~ BE 《6. 2. 11) 
是 1 时 刻 Lagrange 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 , 它 是 随 点 而 异 的 。 由 于 Lagrange 坐标 系 是 随 
物体 一 起 变形 的 ,由 (6. 2.9) 式 ,在 不 同时 刻 所 径 7 和 举 标 ' 的 函数 关系 也 不 相同 ,所 


由 就 整个 恋 形 讨 程 来 说 ,其 朱 量 g, 又 量 和 参数 上 的 陋 蒜 .由 呈 可 以 求 得 各 姐 时 Lagranee . 


总 场 画 数 对 参数 的 导数 -和 
坐标 系 的 度量 张 量 

和 一 8 (6. 2.12) 
以 及 相应 的 Christo!fel 符号 fs 。 它 们 也 都 是 随 参 数 ;而 变化 的 。 当 :一 0 时 这 ,人 和 让 
等 就 各 化 为 总 ,全 和 蕊 等。 


比较 丙种 描述 方法 可 以 看 到 :在 Euier 坐标 系 中 ,物体 的 变形 表现 为 同一 质点 坐标 x 
的 不 断 变化 , 币 坐 标 系 x! 本 身 保 持 不 变 ( 见 图 6, 3》。 在 Lagrange 坐标 系 中 ,物体 的 变形 
表现 为 坐标 系 本 身 性 质 (8 ,8 和 下 等 ) 的 不 断 变化 ,而 质点 坐标 E: 保持 不 变 。 

由 于 Lagrange 坐标 的 这 个 优点 ,使 推导 公式 揭 为 方便 。 例 如 在 求 任何 量 的 物质 
导数 时 ,只 需要 保持 &' 不 变 ,对 时 间 + 求 导 ;而 若 果 用 Euler 坐标 系 x', 则 求 物质 导数 时 ， 
不 但 要 考虑 时 间 t 的 变化 ,还 要 考虑 由 于 质点 的 运动 , xi 也 随时 间 变 化 。 但 采用 
Lagrange 坐标 系 的 缺点 是 它 只 能 是 曲线 坐标 系 。 即 使 在 变形 前 上 =0 时 刻 &' 为 笛 卡 儿 直 
角 坐 标 , 三 族 坐 标 线 人 :一 const) 都 是 相互 正 交 的 直线 ,但 在 变形 后 + 时 肇 这些 坐标 线 随 着 
物体 质点 的 变 位 都 变 成 曲线 。Fuler 坐标 x' 的 优点 是 坐标 只 与 空间 指点 位 有 关 , 如 果 我 
们 采用 第 卡 儿 直角 坐标 , 二 族 坐 标 线 (x' 二 const) 不 管 物 体 如 何 运 动 ,始终 保持 是 直线 ， 
因此 最 方便 的 做 法 是 用 Lagrange 坐标 系 推导 公式 ,然后 转换 到 Euler 坐标 系 ( 可 采用 笛 
卡 儿 直角 坐标 系 ) 中 进行 计算 。 


6.2.3 ”两 种 坐标 系 的 转换 关系 


上 面 引进 了 丙种 坐标 系 来 描述 同一 个 物理 现象 一 物体 的 运动 和 变形 ,显然 它们 之 间 
必 存 在 某 种 转换 关系 。 由 {6,2, 1) 与 (6. 2. 9) 式 物体 的 Euler 坐标 是 因 质 点 而 异 的 ,每 个 
质点 的 Euler 坐标 叉 是 随时 间 而 变化 的 ,所 以 Euler 坐标 x 是 质点 和 时 间 的 函数 ,在 
Lagrange 坐标 系 中 ,质点 和 时 间 分 别 用 坐标 5 各 参数 ;来 表示 ,于 是 (6.2. 9) 可 表示 成 
工 = (i,t) (6. 2. 13) 
该 式 给 出 了 两 种 举 标 的 转换 关系 。 这 个 转换 关系 (6. 2. 13) 式 是 随 参 数 上 而 变化 的 。 对 于 
确定 的 时 刻 :, 上 式 化 为 该 瞬时 商 个 “ 蕴 止 "坐标 之 间 的 转换 关系 。 第 1 章 1,4 节 中 导出 的 
转换 系数 公式 和 基 矢 量 以 及 任意 张 量 分 量 的 转 搞 公式 现在 都 同样 适用 (只 要 把 &' 看 作 
zx ,8; 看 作 8 ,8' 看 作 8)。 例 如 , 基 僚 量 的 转换 关系 为 


sg 
8 8 el! Bi BT 


外 一 多 阁 ， 有 = (6. 2. 14) 
ZX 与 人! 互 求 导 时 和 参数: 应 看 作 常 数 。 
6.2.4 质点 速度 和 物质 导数 


物理 和 力学 问题 中 的 研究 对 象 绝 大 多 数 都 是 定义 在 连续 介质 各 质点 上 (而 不 是 空间 
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点 上 ) 的 标量 场 ,矢量 场 和 张 量 场 。 作 为 基本 例子 ,6.1 节 中 已 讨论 过 单个 质点 的 运动 速 
度 , 即 矢 径 > 对 时 间 : 的 导数 

dr 
df 
对 于 由 许多 策 点 组 成 的 连续 介质 , 矢 径 + 同时 与 质点 利 时 间 有 关 , 即 (或 以 (6.2.13) 代 入 
(6.1. 1}) 式 ) 


VV 二 (6. 2.15) 


r= Flri(é! ,1)) C6, 2,16) 
为 了 求 介质 中 以 Lagrange 坐标 值 &; 为 标志 的 那个 质点 的 速度 ,可 以 令 &! 保持 不 变 ( 即 
观察 同一 个 质点 ) 而 对 上 求 仿 导数 


DF Ar jr } 
_ (3), — | > ), = gt C6.2.17) 


这 是 速度 g 对 Euler 坐标 系 协 变 基 矢 量 g; 的 分 解 式 ， 通 常 把 保持 质点 坐标 不 变 、 对 时 
间 上 的 偏 导数 称 为 物质 导数 ,并 记 作 


1 -4 
(#), = (6. 2. 18) 
它 表 示 定 义 在 质点 上 ,跟随 质点 运动 的 物理 量 对 参数 : 的 导数 。 于 是 由 前 式 得 
国光 ar! dr pp 
” = ( 委 ), = (6. 2. 17a) 


这 在 形式 上 和 《6. 1. 5) 式 相同 ,但 现在 不 仅 是 志和 而 且 还 是 司 的 函数 ， 当 $' 取 共 他 值 
时 ,表示 其 他 质点 的 运动 速度 。 
速度 矢量 上 既 可 对 Euler 基 矢 量 g,,g', 也 可 对 Largrange 基 矢量 8; ,g' 分 解 了 
1 一 昂 
vy = 一 vg 《6. 2.19) 
站 一 dg: = Vk: 
其 中 ,同一 坐标 系 中 的 协 变 , 送 变 分 量 满足 指标 升降 关系 
人 (6.2.20) 
v= gi v= gyw 


不 同 坐 标 系 中 的 分 量 满足 如 下 转换 关系 


(6,2,19) 两 式 表 达 的 是 同一 个 质点 的 速度 wv ,只 是 沿 不 同 的 谷 标 系 的 基 共 苹 分 解 时 有 不 同 的 分 量 。 但 基 作 
为 -个 矢量 ,两 式 是 相等 的 , 才 达 同一 个 闫 量 ， 所 以 ,除非 我 们 要 强调 对 Lagrange 基 条 最 分 解 , 记 导 名 可 以 不 用 , 曾 一 
律 用 mw 。 但 是 分 量 与 win 与 vw; 是 不 同 的 。 
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四 日 人 。 昌 E) 
下 一 全 er Vi 二 2 (6.2.21) 
6.3 基 医 量 的 物质 导数 
今后 ,定义 在 质点 上 的 物理 量 都 将 对 各 瞬 时 该 质点 所 在 位 置 处 的 基 矢 量 分 解 。 为 此 
首先 要 研究 基 矢 景 的 物质 导数 。 


6.3.1 Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 
在 Lagrange 坐标 系 中 ,和 拓 径 为 
六 一 FE 
把 1 固定 ,对 辣 求偶 导 数 得 上: 时 刻 的 Lagrange 协 变 基 矢 量 g; (1,t) ,又 称 随 体 协 变 
基 汞 量 。 再 把 &i 同 定 ,对 :1 求 偏 导 数 就 得 g; 的 物质 导数 ( 见 定义 (6.2, 18) 式 ) 
d&g Farar 
= ae 
注意 到 ,Lagrange 坐标 系 中 带 人 〇 的 量 都 是 4' 和 + 的 晒 数 ,而 二 和 + 又 是 相互 独立 的 自 变 
I 


-ie 人 0 一生 (下 标 各 表 孙 6 不 变 ,i 一 1,2,3) 


=- {去 0) (下 标 ! 表示 + 不 变 ) (6. 3.1) 
再 注意 到 因 褒 ? 是 6 和 :+ 的 连续 可 微 函 数 ,其 高 阶 导数 与 求 导 顺 序 无 关 , 则 

dg; dO 中 oar dr 

a -之 (六 }- (0 el | 
其 中 华 就 是 质点 #， 的 运动 速度 v ,把 它 对 随 体 协 变 基 矢 量 名 分 解 得 


起 和) = = Vi (6. 3.2) 
符号 V， 为 1 时 刻 Lagrange 坐标 系 中 对 后 的 协 变 导数 ( 见 (4. 3. 12c) 式 )。 上 上 式 最 后 一 个 
等 式 利 用 了 (4.3. 3) 式 。 
! 时 刻 速度 矢量 w 的 梯度 在 [Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


Vv 一 VE 


pv = 礼 让 ii C6, 3, 3b) 
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其 中 ， 了 表示 在 Lagrange 坐标 系 中 的 Hamilton 算 子 ( 见 (4.2.14) 式 )。 于 是 ,(6., 3, 2) 式 
可 写成 


ee (Vo) = (wT) (6. 3.4) 


即 随 体 基 矢量 的 物质 导数 等 于 介质 速度 场 的 梯度 与 随 体 基 拓 重 的 点 积 。 从 物理 上 看 ,下 
反映 了 物体 的 变形 和 转动 的 率 。(6. 3, 4) 式 表明 ,物体 的 变形 和 转动 是 由 同一 时 刻 各 质点 
间 的 速度 梯度 引起 的 。 若 各 质点 的 速度 相同 ( 作 刚 体 平移 ), 则 e 为 均匀 矢量 场 ,梯度 Vo 
为 办 张 重 , 因 而 虹 : ,物体 的 变形 和 畦 动 的 为 夫 ， 

由 对 偶 关 系 六 ， 久 一 全 对 + 求 导 


Sb) = 
可 求 得 Lagrange 六 变 基 矢量 总 的 物质 导数 , 即 
dg' i dg; 


dr Bi = 一 外 。 Vi = 到 
上 起 给 出 了 5 的 协 变 j 分 量 , 配 上 相应 的 着 变 基 矢 量 全 就 得 到 
一 一 了 (6. 3. 5) 


或 利用 (6. 3.3) 式 可 写成 


9) (6. 3.6) 


应 该 指出 ,Lagrange 逆 变 基 矢 量 g' 是 出 随 体 基 矢量 g, 通过 对 侦 关 系 派生 出 来 的 , 它 
并 不 是 随 体 变化 的 。 当 物体 伸 长 时 , 逆 变 基 g' 可 能 反而 缩短 ， 例 如 考虑 无 转动 的 均匀 人 
长 变形 情况 。 这 时 随 体 基 矢 量 ( 例 如 名) 将 和 物体 一 起 促 长 。 为 了 保证 对 侦 关 系 
8 ， 各 一 1,Lagrange 六 变 基 矢 量 g' 必须 相应 地 缩短 。，(6. 3. 6) 和 (6. 3. 4) 两 式 右 端的 符 
号 不 同 正 说明 当 藩 变 基 随 体 伸 长 时 , 逆 变 基 反 而 缩短 ， 


6.3.2 度量 张 量 的 物质 导数 .应 变 率 张 量 


通过 随 体 基 中 度量 张 量 的 分 量 ;可 以 算出 相 邻 两 质点 闻 的 线 元 长 度 以 及 两 线 元 间 
的 夹 角 , 所 以 &; 对 :的 物质 导数 表征 了 物体 变形 (伸缩 和 了 畸变} 的 速率 。 由 (6, 3. 2) 式 有 


d. 一 名， 下 


i Re 二 Vo 


和 第 6 章 张 量 场 函数 对 参数 的 导数 
= (Vb Vb, (6. 3. 7a) 
由 于 度量 张 量 8 的 协 变 导 数 为 稚 , 上 式 可 改写 万 
6 一 (6. 3.7) 


一 般 说 ,速度 分 量 的 协 变 导 数 指标 顺序 不 可 更 换 ,? 属于 3 ;1 ,对 指标 i 与 j 不 对 称 ， 
但 它们 的 和 对 指标 ; 与 是 对 称 的 。 通常 把 Lagrange 坐标 系 中 度量 张 量 协 变 分 量 的 物 
质 导 数 的 一 半 定义 为 应 变 率 分 量 名 (上 4, 昌 , 即 


yd 
ds 2 de TV vt Vid) (6, 3.8) 
配 上 相应 的 逆 变 基 矢 量 后 ,定义 
yd ww 
一 也 全 中 十 尹 妆 ) (6. 3.9) 


为 应 变 率 张 量 ，9 表示 在 Lagrange 坐标 系 6， 中 的 Hamilton 算 子 。 6 是 速度 梯度 
C6.3.3) 式 对 称 化 的 结果 ,是 质点 坐标 8* 和 参数 ! 的 函数 。 和 速度 梯度 一 样 , 它 也 与 坐标 
系 的 选择 无 关 。 对 于 确定 的 时 刻 !， 同 一 个 应 变 率 张 量 也 可 对 Evler 革 矢 量 分 解 为 

d = dugig’ = 于 (Wi J Vio) gig’ 一 (+ vo) 《6. 3. 10) 


这 里 9 表示 在 Euler 坐标 系 x 中 的 Hamilton 算 子 , 见 (4.2. 14) 式 。 在 (6. 3,) 式 中 用 % 
表示 (6. 2. 19) 第 二 式 的 w ,只 是 为 了 提示 vb 应 在 Lagrange 基 矢 量 中 进行 分 解 ,其 实 v 与 9 
是 同一 个 矢量 ,v = 也。 事实 上 ,Hamilton 算 子 具有 坐标 不 变性 ,一 9。 我 们 只 是 为 了 
表示 (6. 3. 9) 臣 与 (6. 3. 10) 式 是 在 不 同 坐 标 系 中 的 分 量 展开 式 , 才 分 别 用 与 9 来 表示 同 
一 个 Hamilton 算 子 。(6. 3, 10) 式 的 4 与 (6. 3.9) 式 的 站 是 同一 个 应 变 率 张 量 ,4 与 8 符 
号 可 以 通用 。 

在 土 述 推导 过 程 中 ,并 没有 对 速度 矢量 v 的 大 小 进行 限制 。 所 以 上 述 会 式 同 时 适用 
于 小 变形 和 大 变形 情况 。 

应 该 指出 ,在 Lagrange 坐标 系 中 度量 张 量 协 变 分 量 名 ; 的 物质 导数 反映 了 物体 的 变 
形 速率 ,而 度量 张 量 6 本身 却 与 时 间 无 关 , 即 @ 的 物质 导数 为 零 张 量 ， 


这 是 因为 ,如 果 物 体 的 变形 使 协 变 基 矢 量 名 伸 长 ,造成 G 的 协 变 分 量 &y 二 8g;， &; 变 大 ， 
则 必 同 时 导致 与 名 相配 的 逆 变 基 矢 量 g',B’ 缩短 ,因而 总 的 效果 是 G 本 身 保持 不 变 ， 利 


do (6.3.11) 


和 


a0 .， - 


人 


用 (6. 3,6) 与 (6.3.9) 式 可 以 证 明 ， 


dod 
dt di 


oe ds 
(gu)BBE | Bs (8 1 ) 

db wo) bg) 

= 2d— {gE Cw) vw) Bg) 

一 (v7 Yo) (v9 Vv)-0 
所 以 应 变 率 张 量 4 与 度量 张 量 G 的 物质 导数 (为 零 ) 无 关 , 仅 它们 的 分 量 加 与 &; 应 满足 
关系 (6. 3,8) 式 。 


6.3.3 速度 场 的 加 法 分 解 


在 连续 介质 中 相信 质点 间 的 速度 差 , 即 速度 梯度 场 Ya ,将 同时 导致 介质 微 元 的 变形 
和 刚体 转动 的 率 。 其 中 刚体 转动 部 分 与 应 力 无 关 , 需 要 把 它 分 离 出 去 。 为 此 对 速度 梯度 
场 作 加 法 分 解 , 妈 | 


Vo (OY 1 VO) -TOY 05) (8. 3. 12) 


其 中 右 端 第 一 项 就 是 上 上面 定义 的 应 变 率 张 量 d, 它 是 速度 梯度 的 对 称 部 分 。 第 二 项 称 为 
旅 梁 张 量 ( 或 简称 旋 率 ) ,并 记 为 
Q= T0996) = Oh 
(6. 3.13) 


六 


0 本 (人 疝 一 了 的) 一 于 (os 一世 
它 是 速度 梯度 进行 反对 称 化 的 结果 ,表示 介质 微 元 的 刚体 转动 速率 。 它 在 Euler 举 标 系 
中 的 并 矢 形式 为 


一 (V9 一 Va ) = (B88! 


rE 0 
3 (hi 
于 是 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (6. 3. 12) 可 写成 
Vo=Yv=d_ 0 -vy =4 二 内 (6. 3.15) 


D 注意 (6.3.13) 第 二 式 久 ;中 的 ";j" 与 (6,3.14) 第 二 式 wii 中 的 "5 "会 祥 不 同 ,前 者 是 Lagrankge 坐标 条 中 对 
的 协 变 导数 ,后 省 是 Fuier 坐标 系 中 对 zi 的 协 变 导 数 。 在 押 变 导数 公式 (4, 3, 7) 中 用 各 自 坐标 系 的 Christoffel 符号 


[5 TY 


DS 


下 面 从 速度 增 量 的 角度 来 进一步 说 明 加 法 分 解 和 族 率 张 量 的 物理 意义 。 考 虑 连续 介 
质 中 相 邻 两 个 质点 4 和 日 。 它 们 的 天 径 分 别 为 > 和 六 十 山 , 速 度 分 别 为 9 和 vw 十 dm ,如 
6.5(a) 所 示 。 把 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (4, 3, 15) 代 入 矢量 函数 的 微分 公式 (4. 2. 13) 
与 (4.2.16); 则 
， dv = (HY) dr= dr (Vv) 
得 | 
dy = dvyiwT+ dy = 十 业 dr (0. 3, 16) 


ta) tb) 
图 6.3 


其 中 第 一 项 与 应 变 率 张 量 4 有关, 表示 由 质点 A 邻 域内 的 介质 变形 所 引起 的 质点 号 的 速 
度 增 量 了 了 。 为 了 说 明 第 二 项 的 意义 , 引 人 友 对 称 张 景 身 的 反 偶 矢量 w 


v=-76: th 
人 一 一 E = +€ 6. 3, 17b) 
把 (6.3,13) 式 代 人 (6, 3, 17a) 式 得 
1 ， l n 1 两 1 
妇 一 pa FtvV Vy) 一 XV VY Xv 
19 X= 二 ll {6, 3, 1 8a) 
2 2 


可 见 矢 量 w 与 速度 场 的 旋 度 有 关 , 它 表示 介质 微 元 绕 A 点 的 刚体 转动 速率 , 称 为 角速度 
矢量 ， 而 旋 率 张 量 内 与 角速度 矢量 w 有 一 一 对 应 的 反 偶 关系 (6. 3. 17) ,所 以 它们 都 是 介 
质 微 元 刚体 转动 速率 的 不 同 表 示 形 式 。 把 (6. 3. 17b) 式 代入 (6. 3,16}) 式 的 右 端 第 二 
项 ,有 


由 ”此 处 * 增 重 " 表 示 在 相 部 两 点 4, 召 值 之 差 , 即 对 空间 的 增 量 。 有 时 df) 表示 对 时 间 上 的 增 量 ,注意 不 要 混 靖 ， 


.张杰 分 析 ( 第 2 瞩 ) 


dr=-- dr: = dr: (w= (wdr) :€- €: (wdr) 
=wxXdr (6, 3. 18b) 
由 图 6.5Cb) 可 以 看 到 ;由 入 点 转动 角速度 w 所 引起 的 邻近 B 点 相对 于 A 点 的 速度 
差 d vw 重 直 于 由 矢量 w 和 dr 所 构成 的 平面 , 且 大 小 为 |dv 1= |w| |dr| sing， 若 用 矢 
积 表示 ,就 是 上 面 的 w X dr。 于 是 ,速度 差 的 加 法 分 解 式 (6, 3. 16) 可 改写 成 
dv = #"dri+wX dr 6.3.18) 
其 中 第 一 项 为 微 元 变形 引起 的 速度 差 dgke ;着 被 元 仅 作 刚体 转动 , 则 d=0,d vi =0， 
第 二 项 为 微 元 转动 引起 的 速度 差 d pm# 若 微 元 为 纯 变 形 情况 , 则 w = 0,8= 
0,d vm 一 0。 
对 Lagrange 基 失 量 的 物质 导数 也 可 作 相 应 的 加 法 分 解 . 把 (6. 3. 15) 式 代 人 (6. 3. 4) 
和 (6. 3. 6) 式 得 


人 《6. 3. 19) 
Bd ox (6. 3. 20) 


6.3.4 ”Euler 基 矢 量 的 物质 导数 


Euler 基 矢 量 本 来 是 固定 在 空间 ,与 时 间 参 数 1 无 关 的 。 但 对 运动 质点 ($ “来 说 ,在 
不 同时 刻 , 它 将 占有 不 同 的 空间 点 位 C(x), 由 于 不 同 点 位 处 的 Euler 基 矢 量 一 般 说 是 变 
化 的 (其 变化 规律 可 以 用 Christoffel 符号 来 表示 ) ,所 以 与 运动 质点 各 瞬时 位 置 所 对 应 的 
Euler 基 矢 量 是 间接 地 与 参数 上 有 关 的 , 即 
:= Br (7)) (C6, 3.21) 
物质 导数 是 研究 跟随 质点 (8 保持 不 变 ) 时 物理 量 的 变化 率 。 根 据 复合 求 导 规 刚 , 基 
矢量 对 坐标 求 导 公式 (4. 1.4) 以 及 (6. 1.5) 式 ,可 得 


dg: _ 38; dz jp 
vg (6. 3.22) 
利用 基 矢 量 对 偶 关 系 和 上 式 , 可 进一步 导出 Euler 逆 变 基 矢 量 的 物质 导数 ; 
8 :一 一 让。 是 =— VTig "8 —— VT 
Tg! (6, 3, 23) 


(6, 3.22) 和 (6. 3. 23) 式 说 明 ; Euler 基 矢 量 的 物质 导数 与 质点 运动 速 产 及 Christoffel 符 
号 有 关 。 对 于 直线 坐标 系 (TY =0) 或 当 质 点 固定 不 动 (vw' 一 0) 时 , Euler 基 矢 量 的 物质 导 
数 为 惟 。 . 

与 此 对 腿 ,Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 ( 岗 (6, 3.2) , (6, 3. 5) 式 ) 却 与 速度 梯度 有 关 ， 


| 第 6 章 张 量 场 函数 对 参数 的 导数 a | 
对 于 同一 个 送 动 状态 ,这 两 种 基 矢 量 的 物质 导数 是 不 同 的 ,例如 ,物体 作 刚 体 平移 时 , 速 
度 梯 度 为 零 ,所 以 Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 为 零 。 这 是 因为 Lagrange 协 变 基 矢量 g; 
是 嵌入 在 和 乾 体 上 的 , 随 物 体 一 起 变形 和 转动 。 当 物体 作 刚 仁平 移 时 , 既 无 变形 又 无 转动 ， 
&; 的 大 小 与 方向 均 不 变 。 介 是 ,速度 本 身 并 不 为 零 , 所 以 在 芒 天 0 的 任意 旧 线 坐标 系 中 ， 
Euler 基 矢 量 的 物质 导数 不 等 于 零 。 尽 管 物体 只 作 刚体 平移 ,无 变形 和 无 转动 ,但 每 个 质 
点 在 空间 中 移动 位 置 ,仍然 使 得 Euler 基 矢 量 发 生变 化 (因为 曲线 坐标 中 基 撩 量 随 位 置 
变化 ) 。 


6.4 矢量 场 函数 的 导数 


本 闻 研 究 矢 量 上 随 质 点 而 异 并 随时 间 变 化 的 情况 ,例如 < 可 以 是 连续 介质 各 质点 的 
位 移 . 速 氏 或 加 速度 矢量 等 。 此 时 # 称 为 矢量 场 , 仍 可 简称 为 失重 。 


6.4.1 Lagrange 坐标 系 中 矢量 场 函数 的 物质 导数 


把 矢量 上 治 Lagrange 基 矢 量 分 解 为 
HW Eg EE) Sg (tt, FE) (6. 4.1) 
对 上 式 求 物质 导数 ,并 利用 (5. 3. 2) 式 得 
du du'a , du 
和 让 十 放 = ( 守 + 六 v nd Bi (6, 4, 2) 
或 利用 (6. 3. 4) 式 , 按 (6, 3 po 可 得 
du_ diis a dg di 
di EA dt dt (vy) 
二 = druid u 
de + rab PO (6.4.3) 
如 果 采 用 (6. 4. 1) 的 第 二 式 , 把 芷 对 道 变 基 矢 量 分 解 , 则 相应 地 击 (6. 3. 5) 式 有 
人 pe er di ， ans 
学 = 他 二 名 = (和 Dh js (6. 4.4) 
= Sg —H* (Vv 9) 
di 
一 机 8 [一 由 二 和 


( 坚 一 ia。 + i ji 《6.4.5) 


张 对 分 析 ( 第 2 版 ) 


注意 易 证 因为 旋 率 品 是 反对 称 张 量 ,对 任意 矢量 上 都 有 类 似 于 (6. 3. 18b) 式 的 关系 ; 
Do 二 oxun (C6.4.6) 
旋 率 张 量 旭 与 角速度 矢量 w 的 关系 见 (6. 3. 17) 式 ， 以 后 若 出 现在 公式 中 , 仍 记 作 
品 ' zu 但 应 理解 为 @ Xn。 


(6.4.2) 和 (6.4.4) 式 是 同 “个 矢量 只 对 不 同 基 矢 量 的 分 解 式 ,所 以 分 量 之 间 必 满足 
指标 升降 关系 


后 ,i 一 多 (至 - 名 V 沁 "| 


dz, fd 
尝 一 和 Yo" = (+ Vo) (6. 4.7) 
下 面 直接 证 明 一 下 该 式 。 在 还 明 时 应 注意 , 琉 然 

于 一 是 | 起 一 bd 


但 是 
A (6. 4. 7a) 


因为 在 Lagrange 华 标 入 中, 度 贞 张 量 的 分 量 是 随 :变化 的 ,此 尖 0 或 9 天 0, 因 此 求 导 
时 出 现 两 项 ,利用 (6.3,7a) 式 ,可 得 


di de dg 
dr Budd 
一 各 时 十 (9 六) 各 仙 十 (9 语 ) 
7 < , a 
一 Bs i (Vd +h) 


将 上 式 移 项 , 便 可 证 得 (6.4.7) 的 第 二 式 。 类 似 地 可 证 明 (6,.4.7) 的 第 一 式 。 

矢量 场 物质 导数 dw/ dr(6. 4. 3) 和 (6, 4. 5) 式 的 右 端 各 包含 三 项 。 其 中 第 一 项 表示 基 
向 量 不 变 时 , 即 不 音 虑 所 研究 质点 邻 域内 介质 的 变形 和 转动 (但 可 以 有 刚体 平移 ) 时 ,矢量 
分 量 ww 或 4 的 变化 康 : 第 二 | 第 三 项 表示 由 介质 


微 元 作 刚 体 转动 所 引起 的 矢量 的 变化 率 。 两 式 左 端 是 同一 个 关 量 g “ , 右 端的 第 三 项 也 是 
同一 个 矢量 w Xu; 所 以 两 式 石 庙 第 一 ,第 二 项 之 和 也 应 是 同一 个 天 量 , 即 


du die 
证 有 :十 ee 一 下 (6. 4.8) 


第 6 音 张 量 场 函数 对 参数 的 导数 245 


再 注意 到 上 式 两 边 的 第 二 项 都 是 矢量 ,所 以 两 边 的 第 一 项 也 是 矢量 所 ,但 一 般 说 并 不 相 


等 。 因 为 由 上 式 可 得 


de _ da; 


0 
其 实 , 把 (6,4, 引 ) 涉 的 第 一 项 改写 一 下 ,利用 56, 4.72) 式 也 可 证 明 这 -… 点 ; 
da de da 人 
了 a 本 A 


可 岗 这 是 两 个 不 同 的 矢量 ,不 能 混 语 。 


6.4.2 Euler 坐标 系 中 矢量 场 函数 的 物质 导 蜗 7 


质点 的 Euler 华 标 是 该 质点 的 ].agrange 学 标 上 和 参数 上 的 了 症 数 , 即 
人 
故 矢量 在 Euler 坐标 系 中 的 分 解 式 为 
HU= Wr Ei) gr (SE)) 


= HA ET OE (Cr et)) C6, 4.9) 
对 (6. 4.9) 的 第 一 式 求 物质 导数 , 记 作 a。 利 用 (6. 3.22) 式 得 
dn du tp, da i 
ts 本 二 
dr dis 相 dt | dt + HH Di js， (6, 4, 10) 


这 和 (6. 1, 7) 式 形式 相同 ,区 别 仅 在 于 {6.1.7) 式 研究 的 是 一 个 质点 上 的 矢量 w, 而 这 里 研 
究 的 是 连 绪 介质 中 任何 一 个 兢 定 的 质点 上 的 矢量 #. 办 此 这 里 的 /可 以 取 不 同 的 值 。 如 
果 把 矢量 上 对 Euler 基 拓 最 分 解 时 所 得 的 分 量 zx 能 称 为 Enler 分 量 , 则 和 (5.1.8) 式 相 
们 ,可 以 定义 


和 (8.4.1]) 
为 估量 Eulel / 于 是 (6.4.10}) 式 成 为 
du _ Da 
党 ye (0. 4.12) 


即 天 其 Euler 分 最 的 全 导数 等 于 大 量 物质 导数 的 Fuler 分 量 , 或 简称 为 全 导数 是 物质 导 
数 的 Euler 分量 ，。 

全 导数 6,4, 1D 成 的 第 一 项 de 出 是 芷 的 Euler 分 晤 二 (7 由 的 物质 导数 , 求 时 时 
质点 保持 不 变 。 也 采 以 把 w' 表示 成 Euler 仍 标 x 与 1 的 畏 数 , 则 wir,1)。 应 该 指 
出 :人 并 不 是 同 :个 国 数 ,它们 之 问 可 以 利用 坐标 转换 关系 (6.2. 13) 式 


下 ”这 里 所 说 的 矢量 ,楼 1.6.1 的 育 问 , 岂 有 对 毕 标 的 不 变性 , 即 不 随 举 标 站 ' 的 转换 而 改变 的 实体 。 


2 
a 


进行 转换 , 即 w(x 站 二 w(x (8&7 ,。 和 将 右 端 香 新 整理 后 ,得 到 w 是 6; 与 t 的 男 一 形 
式 的 函数 产 (区 (有 时 为 方便 起 见 , 也 记 作 六 人 六)。 对 运动 质点 来 说 ,其 Euler 坐标 


Ze 蚊 是 随时 间 而 变化 的 ,如 果 先 把 好 暂时 固定 , 则 总 变化 率 5 应 等 于 轿 定 空间 点 位 


z* 处 ww' 的 变化 率 和 由 于 质点 迁移 到 另 一 个 相 邻 空间 点 位 而 引起 的 六 的 变化 率 之 和 ， 即 
《利用 (6 2. 17a)) 


= (党 ) ,+ 六 下 (6. 4, 134) 


式 中 三 个 偏 导数 的 含义 是 


(本 be aui (x: st) du De 


at ot ” dr drt 
EE Ye 
(or or ),= at = 


把 (8,4.13a) 式 代入 (6, 4. 11) 式 ,并 利用 协 变 导 数 定 关 (4. 3. 匀 式 , 则 全 早 数 为 


守信 ) + 部) 


- (党 )， wy i) (C6. 4, 13) 


其 中 第 一 项 称 为 局 部 宫 数 ) 它 是 观察 者 站 在 固定 空间 点 位 x* 处 所 观察 到 的 矢量 分 量 志 
的 变化 速率 ,引起 这 种 变化 的 原因 是 由 于 介质 在 运动 ,不 同时 刻 上 通过 同一 空间 点 位 zx 
的 物质 质点 是 不 同 的 ,而 矢量 场 u 又 是 随 质 点 而 异 的 ,所 以 观察 者 看 到 的 是 定义 在 不 癌 质 
点 上 的 不 同 矢量 四 第 二 项 称 为 对 流 导数 或 迁移 导数 , 它 反映 了 当 运 动 质点 迁移 到 相 邻 的 
另 一 空间 点 位 时 ,矢量 分 量 w 的 变化 速率 。 

若 对 (6. 4.9) 的 第 二 式 求 物质 导数, 利用 (6. 3. 23) 式 , 则 与 (6. 4. 10) 式 相对 照 , 得 到 


人 - (Te C6. 4, 14) 
或 写作 
时 = eg: (6. 4. 15) 
其 中 全 导数 
= (6. 4. 16) 


或 (利用 协 变 导 数 定义 (4. $， 本 


人) ,十 zu) (6.4.17) 


第 6 率 张 量 场 画 教 对 系数 的 呈 斤  ，，- 


其 中 第 一 项 为 局 部 导数 。 由 于 守 和 加- 是 同一 矢量 亚 的 协 变 、 送 变 分 量 ,它们 必 满 足 指 


标 升降 关系 : 


De ys Ds 
Dt Dt 
Du _ Du . ' 


再 看 (6.4. 17 和 (6.4. 13) 式 ,两 式 右 端 第 二 项 (对 流 导 数 ) 是 同一 个 矢量 v， Vu) 的 协 变 、 
道 变 分 量 , 它 们 上 必 满 足 指 标 升 降 关 系 。 由 此 可 知 ,第 一 项 (局 部 导数 ?也 一 定 是 同一 个 矢 
量 ， 这 一 点 也 可 这 样 来 证 明 ,矢量 xz 的 分 量 满足 指标 升降 关系 ， 
ui 一 giu; 

对 空间 点 位 x* 来 说 ,Euler 坐标 系 的 度量 张 量 g* 是 与 : 无关 的 ,所 以 把 上 式 对 : 求 导 得 

3 。 (2 于 

(3 ), 8 (如 )， 
即 两 个 第 一 项 满足 指标 和 降 关系 ,(6. 4.17) 和 (6.4. 13) 两 式 右 端 第 一 项 (局 部 导数 ?出 是 
同一 个 矢量 (3&/31 2 的 协 变 、 道 变 分 量 ， 以 分 重 形式 表示 的 (6, 4. 12), (6, 4 13) 与 
(6.4. 15),(6, 4.17) 式 可 以 生成 如 下 统一 的 矢量 形式 ， 

兴 -[( 吕 ,Te ya (天 C6, 4. 19) 
其 中 第 一 项 为 局 部 导数 ， 
应 该 指出 ,6. 4 10 和 (6.4.14) 式 右 喘 的 两 项 之 和 都 等 于 同一 个 矢量 到 ,因此 


Tg, ww Tg = Sg: — uv Tg’ 《6.4.20) 


但 上 趟 中 左 喘 的 第 一 项 dig 与 右 端 的 第 一 项 Se8: 都 不 是 矢量 ( 即 对 Euler 坐标 z 的 转 
换 都 不 具有 不 变性 ) ,而 且 丐 相 也 不 相等 ,好 


换言之 ,矢量 。 的 Euler 分 量 与 ws 的 物质 导数 &e 与 "不 满足 在 Euler 坐标 系 中 的 指 


标 升 降 关 系 ， 可 以 这 样 来 证 明 : 求 与 5 时 ,Lagrange 华 标 6' 保持 不 变 ,而 Euler 坐标 

地 是 变化 的 ,因而 度量 张 量 + (x) 与 + 有关 ,于 是 
du _ d,s 本 

下 = 


路 做 (6. 4. 20) 式 中 珊 端 第 一 项 不 是 矢量 ,也 不 相等 ,所 以 疯 端 的 第 二 项 也 不 可 能 是 矢量 ， 
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而 县 也 不 相等 
综 上 所 述 , 矢 莫 的 物 硕 导数 学 是 个 失 量 ;矢量 w 企 Euler 坐标 系 中 的 局 部 导数 和 


对 流 导数 也 都 是 尔 重 。 僚 量 上 的 Lagrange 分 朋 六 入 的 物质 导数 分 别 都 是 矢量 ,但 不 
是 同一 个 矢量 。 而 和 汞 莉 的 Fuler 分 量 如 和 wi 的 物质 导数 不 满足 Euler 坐标 系 中 的 指标 
升降 关系 ;而且 都 不 是 矢量 。 

在 上 文中 :# 可 以 代表 任 柯 矢量 场 ， 例 如 ,如果 下 的 表 倍 移 , 则 duidt 表示 速度 ;如 末 
a 代表 速度 , 则 dx7d 表示 加 速度 ， 

前 已 指出 ,Lagrange 坐标 ' 一 - 般 只 能 是 曲线 坐标 。 采 用 Euler 从 标 系 x 的 好 处 是 
本 以 采用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 免 上 去 曲线 坐标 系 带 米 的 许多 麻烦 。 这 里 可 以 用 (6. 4. 12) 与 
(6.4.13) 式 (或 (6.4.15) 与 (6.4.17) 式 ) 导 出 在 Fuler 坐标 系 中 的 物质 导数 dui'dz 的 分 量 
表达 式 ( 见 习题 6. 1)， 


6.4.3 ”坐标 转换 关系 


拒 矢 量 的 物质 导数 对 Lagrange 基 矢 量 和 Euler 基 矢 量 分 解 , 由 (6. 4. 2),(6., 4.4)， 
(6,4,12} 和 (C6. 4.15) 式 得 


du da' A di 
—.-— 一 一- 中 Ww ' ， 二 一 一 一 WY 
dt (Er tg (4 Hm 8 
Da Dua. 
pg 6. 4.21} 
Ds: Ds 


对 于 确定 的 时 刻 1 aie x 与! 是 一 种 坐标 变换 .(6. 2, 14) 式 给 出 了 相应 基 矢 量 的 
转换 关系 。 代 入 上 式 后 可 得 相应 分 量 的 如 下 转换 关系 


和 
di ™ dr Dl 
(86.4, 22a) 
d < axr! Du 
Ed 
dD 
或 反之 
Du’: of da 
Ua de 
Dr | dt tT av ] 
有 (6, 4. 22b) 
Da; u, 站 
Dw 
Dr | dz 和 


对 于 小 位 移 和 小 速度 问题 , 右 岗 括号 中 的 第 二 项 可 以 略 去 ,对 于 一 般 情 况 则 应 保留 。 
如 果 矢 量 w 就 是 速度 场 w , 则 于 总 是 介质 的 加 速度 n。 只 要 招 w 入 改 成 入， 
就 可 以 用 本 节 所 给 的 公式 计算 加 速度 的 各 种 分 量 什 ， 
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6.4.4 矢量 场 函数 的 相对 导数 


有 涛 种 观察 物理 现象 的 方式 ,一 种 是 观察 者 位 于 静 目 的 空间 举 标 系 中 ,观察 矢量 
随 参 数 : 的 变化 迷 率 ,这 称 为 绝对 导数 。 另 一 种 是 观察 
者 跟随 活动 坐标 系 一 起 运动 和 变形 ,观察 矢量 # 随 参 
数 上 ,相对 于 活动 参考 架 的 变化 速率 ,这 称 为 相对 导数 ， 
先 以 理论 力学 中 大 家 熟悉 的 刚体 运动 为 倘 。 设 请 
了 ,天 为 固定 在 空间 的 静 小 笛 卡 儿 坐 标 系 记 了 计 为 跟随 
刚体 运动 的 活动 币 卡 儿 坐 标 系 。 刚 体 ( 因 而 活动 坐标 
系 ) 在 静止 坐标 条 中 的 旋转 角速度 为 wm 。 
把 矢量 站 对 静止 坐标 系 分 解 为 
= 
注意 到了 ,上 大 是 国定 不 变 的 , 则 的 绝对 导数 为 
du _ du du, ; 
di dr de’ 
把 间 一 矢量 对 活动 坐标 系 分 解 为 
= 
注意 到 基 矢 量 1,) ,在 变化 (旋转 ), 则 如 的 绝对 导数 为 
dun _ di diy ,due ，; di ,, dg; Eh 


pl ed dd 


(6. 4, 23a) 


其 中 前 二 项 不 考 虞 基 矢 量 的 变化 ,是 矢量 4 相对 于 由 i,j, 克 所 组 成 的 活动 参考 架 的 变化 


率 , 称 为 相对 导数 ,并 记 为 


du dhs days di 
( 久 ) mn 
后 兰 项 来 自 基 矢量 的 变化 ,利用 
i 
可 苹 写 成 


入 了 + 本 于 Tk) = uxu 


它 是 观察 者 站 在 静 里 空间 中 观察 到 的 .由 于 和 最 ww 跟随 活动 参考 架 一 起 族 转 而 引起 的 , 矢 
ie 称 为 牵连 导数 ， 当 观察 者 和 活动 参考 架 一 起 旋转 时 ,这 连 导 数 是 感觉 不 到 
。 技 (6,. 4.23a) 式 ,绝对 导数 就 等 于 相对 导数 和 牵连 导数 之 和 


十 地 六 (6, 4, 23) 
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对 可 变形 的 连续 介质 来 说 ,物体 不 仅 作 刚体 平移 和 旋转 ,而 且 还 发 生变 彤 。 前 面 已 讨论 
过 矢量 站 的 物质 导数 , 它 在 Lagrange 协 变 , 递 变 基 中 的 分 解 式 分 别 为 (6.4. 3) 和 (6.4, 5) 式 : 


,dd a 
d= +dru+:u (6. 4, 24a} 
= dt (6. 4. 24b) 


其 中 ,QR，u 一 w Xw。 后 两 项 考 雇 了 Lagrange 基 矢 量 的 变化 而 引起 的 全 部 影响 ,所 以 物 
质 导 数 是 静止 空间 中 的 观察 者 所 看 到 的 绝对 导数 。 下 面 来 讨论 相对 导数 。 

1. Jaumanmn 导数 

如 果 观 察 省 跟随 Lagrange 坐标 系 ! 或 称 Lagrange 标 架 , 也 就 是 由 Lagrange 协 恋 基 
& 所 构成 的 参考 架 ) 一 起 旋转 而 不 一 起 变形 , 则 他 只 能 观察 到 物质 导数 (6. 4. 24) 两 式 中 
的 前 两 项 ,而 第 三 项 是 感觉 不 到 的 。 通 常 把 物质 导数 的 前 两 项 之 和 称 为 Jaumann 导数 ， 
并 记 为 盐 。 它 给 出 了 矢量 w 相对 于 随 介 质 微 元 一 起 旋转 的 刚性 参考 架 的 变化 率 , 所 以 是 
一 种 相对 导数 。 应 该 指出 ,构成 这 个 刚性 参考 架 的 基 矢 量 不 是 Lagrange 基 矢 量 , 因为 它 
们 并 不 和 介质 一 起 变形 ,而 Lagrange 基 矢 量 g, 是 戏 人 于 物体 中 并 与 物体 一 起 变形 和 旋 
转 的 ， 

由 前 面 关于 (C6, 4. 8) 式 的 讨论 知道 ,Jaumann 导数 如 是 一 个 笑 量 ,把 它 分 别 对 
Lagrange 协 变 、 首 变 基 矢量 分 解 得 ( 见 (6.4.3) 与 (6, 4.5) 式 ) 


i di a Ye 
b= td (td 反 
dle, fi on 
gs -d= | 有 tl: 和 《6. 4. 25) 
或 写成 
功 一 i = wk: (6, 4, 26) 
其 中 了 1 
2 《6.4. 278) 
dr 
di a 
Ui = nd (6, 4, 27b) 
dt 


协 变 , 逆 变 分 重 好 和 :ji 之 间 满 足 指 标 升降 关系 ; 


TD “ 舌 量 的 物质 导数 一 da7d ,一 点 ”，" 表 示 didt。 但 是 分 量 届 中 药 -- 点 “，" 没 有 dr 旺 的 舍 意 ,只 表 永 是 让 
的 分 量 ，“ -* 表 示 Lagrange 分 量 , 下 标本 表示 Jaumann 导数， 
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叶 二 各 Wy， 轴 ; 二 各 寻 (6. 4. 28) 
将 Jaumann 导数 写成 物质 导数 (6. 4. 3) 或 (6, 4.5) 式 威 去 右 端 第 三 项 ,并 对 Euler 协 
恋 . 道 变 基 矢 量 分 解 并 利用 (6.4. 12) 与 (6, 4,15) 式 ,得 


记 一 Ea nt (6.4. 25a) 
= ( 络 -wni)s = (六 nr )g (6.4. 29) 


若 把 相应 协 变 .首座 分 量 记 为 他 和 名 e-, 则 


里 上 于 名 站 四 

二 用 一 es (6. 4. 30) 
其 中 

Ba Du ,ny 

= i (6. 4. 31a) 

Ou Dau; 外 

Br Dr ft 《06， 4. 31b) 


上 式 诺 端 和 右 端 的 每 一 项 都 是 矢量 ,分 别 淇 足 指标 升降 关系 。 如 果 把 它们 分 别 转 人 
Lagrange 坐标 系 则 有 


:De nt 
= 要 Py un (6. 4, 328) 
* RE Du 的 人 5 

3 Wldi {68, 4, 32b) 


2. Oldroyd 导数 和 Cotter-Rivlin 导数 

如 果 观 察 者 不 仅 跟 随 Lagrange 标 架 一 起 旋转 ,而 且 还 一 起 变形 , 则 他 只 能 观察 到 物 
质 导 数 (6, 4. 24) 式 中 的 第 一 项 ,由 Lagrange 基 矢 量 的 变形 和 旋转 所 引起 的 后 两 项 他 是 感 
党 不 到 的 。 关 于 (6.4.8) 式 的 讨论 曾 指 出 ,C6. 4, 24a) 和 (6.4, 24b) 两 式 中 的 右 端 第 一 项 都 
是 矢量 ,但 并 不 相等 。 可 把 物质 导数 对 Lagrange 协 变 基 分 解 的 (6. 4. 24a) 式 第 一 项 称 为 
Oldroyd 导数 , 记 为 &,, 。 它 是 矢量 相对 于 由 Lagrange 协 变 基 矢量 &; 所 组 成 的 参考 架 
的 相对 导数 ;而 物质 导数 对 Lagrange 道 变 基 分 解 的 (6. 4, 24b) 式 第 一 项 称 为 Cotter- 
Rivlin 导数 , 记 为 wa 。 它 是 矢量 站 相对 于 由 Lagrange 道 变 基 矢量 g' 所 组 成 的 参考 架 的 
相对 导数 。 应 该 指出 , 沙 变 基 & 是 随 体 变形 的 ,而 逆 变 基 及 是 反 向 变形 的 。 当 物体 储 长 
时 ,8 一 起 仲 长 而 g' 反而 缩短 ， 

Oldroyd 导数 对 Lagrange 协 变 基 的 分 解 式 为 

toy 一 et (6, 4. 33) 


其 中 此 -可由 (6. 4. 226) 第 一 式 导出 为 


生生 分析 (第 3 拓 
da 3 Du ne 1 
二 二 生机 HW VU (6, 4, 34) 


车 把 六 的 Euler 闻 变 分 量 记 为 s& , 则 Oldroyd 导数 对 Euler 协 变 基 的 分 解 式 为 


Wii; 二 eg, 《6. 4. 35) 
注意 到 (6, 4.34)? 式 中 的 各 项 都 是 矢量 ,把 它们 分 别 转 到 Euler 坐标 系 中 就 能 得 到 
dx Du nD 
一 机 WY (6. 4, 36) 


把 (6.4, 11) 式 代入 上 式 并 利用 (4. 3. 4) 与 (4.1, 5b) 式 ,可 得 并 和 矢量 Euler 道 变 分 量 的 


物质 导数 "之 间 的 关系 为 
Bu di Op nfo a de 
于 (Bt? rm )= 3 (8, 4. 37) 
比较 (6. 4. 25)a 与 (6.4. 33) zi 可 知 ,Oldroyd 导数 和 jaumann 导数 之 间 的 关系 是 
Wi) = dru (6, 4. 38) 
其 分 量 形式 是 
Se Cpt a . 
副本 do (06, 4, 39) 
Cotter-Rivilin 导数 对 Lagrange 道 变 基 的 分 解 式 为 
， d 
Hiz) 一 《6, 4, 40} 
由 (6, 4. 22a) 第 二 式 得 . 
dx, Ar Du = 区 ei 
Te Dt us Yiv 《8. 4. 41) 


车 把 sw 的 Eujer 甸 变 分 量 记 为 认 , 风 Cotter-Rivlin 导数 对 Euler 道 变 基 的 分 解 
式 为 


， Bu, ， 
is = Mg (6. 4. 42) 
(6. 4. 41) 式 中 的 各 项 也 都 是 矢量 ,把 它们 分 别 转 到 Euler 坐标 系 中 来 可 得 
bu, _ Du, 四 
= Dr mV {6, 4. 43) 


把 (6.4.16) 式 伐 人 上 式 并 利用 (4. 3.4) 与 (4.1. 5b) 式 ,可 得 3 池 和 矢量 Euler 协 变 分 量 的 


物质 导数 9 之 间 的 关系 为 


涡 6 吉 多 量 场 沙 对 基 才 的 导 


个 du, iT du” 和 和 四 di qz” ， 
dd Tw + r2)= tu 下 (6. 4. 44) 
比较 (6, 4.25)g 与 (6. 4. 10) ges 可 知 ,Cotter-Rivlin 导数 和 Jaumann 导数 之 间 的 关系 尾 
ti 一 而 十 可， 下 6,4.45) 
其 分 量 彤 式 是 
Sa, ue 4 站 
豆 二 本 十 pndi 《6. 4. 46) 


点 滚 指 出 , 当 介 质 的 变形 随时 间 变 化 时 d 产 0， 比较 6.4. 38) 和 (6. 4.45) 式 可 见 
ia。 所 以 下 和 总 并 术 是 同 -个 矢量 的 协 变 ,着 变 分 量 ,它们 不 满足 指标 升降 
关系 ,而 且 间 天 3 ,于 天 瑟 但 当 介质 的 变形 不 随时 间 变化 时 4 一 0 ws 一 外 ,三 
种 导数 的 区 划 消 失 了。 这 时 弛 和 福清 足 指 标 升降 关系 , 且 维 一 各 ,站 一 各 ， 

以 上 Jaumann 导数 二 ,Oldroyd 时 数 wj 与 Cotter-Rivlin 导数 和 在 Euler 坐标 系 中 
的 表达 式 (6,4. 30), (6, 4, 35) 与 (6. 4. 42) 部 是 利用 它们 在 Lagrange 坐标 系 中 的 表达 式 
{6.4.26),(6.4.33) 与 (6.4. 4 和 0) 推 导 而 来 。 但 是 有 了 在 Euler 坐标 系 中 的 表达 式 , 就 可 以 
采用 Euler 箔 卡 儿 直 角 坐 标 。 


6.4.5 ”各 种 导数 间 的 关系 


为 便于 记忆 ,将 前 面 导出 的 答 种 导数 间 的 关系 归纳 于 表 6. 1 和 表 6.2 中 。 表 中 对 角 
线 部 分 给 出 了 各 种 导数 的 定 六, 右上 和 左下 部 分 分 别 是 协 变 , 逆 变 分 晨 。 


6.5 张 量 场 函数 的 导数 


6.5.1 任意 阶 张 量 函数 的 物质 导数 
为 了 讨论 方便 ,下 面 以 三 阶 张 量 了 为 例 , 读 者 不 难 把 以 下 讨论 推广 到 任意 阶 张 量 
路 去 ， 
三 阶 张 量 工 在 Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 
T= 站 (6,5.1) 
其 中 张 量 的 Lagrange 分 量 和 Lagrange 基 矢 量 均 为 质点 举 标 和 时 间 : 的 函数 , 即 
Tt 一 TE,), “ey 8， = g(t',1), ii 
在 Euler 坐标 系 中 工 的 分 解 式 为 
T= TYggBe = Tug = = Tyg'g'g’ (6. 5.2) 
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中 于 质点 在 运动 , 张 量 的 Euler 分 量 和 Ruler 燕 欠 最 均 通 过 变化 善 的 质点 Euler 坐标 
xz" 直接 就 间 按 地 与 参数 : 有 关 , 即 
Ti oo THC fi (2), 
对 三 阶 张 量 来 说 ,56. 5.1) 和 (6.5,2) 式 中 各 有 8 种 不 同 的 协 变 . 道 变 分 解 形式 。 对 任 
意 4 阶 张 量 则 有 2" 种 不 同 的 分 解 形式 。 
在 某 个 确定 的 时 刻 +, 同 一 张 量 的 Lagrange 分 量 和 Euler 分 量 问 满足 一 定 的 转换 关 
系 。 例如 


i 
* gr’ dri dr 


Tu Te 2 a0 96 
Ti TE es (6, 5. 3) 


显然 这 些 转换 关系 是 随 参 数 : 而 变化 的 ; 即 不 同时 刻 对 应 着 不 同 的 转换 关系 ，。 
利用 Lagrange 基 失 量 的 物质 导数 公式 (6, 3, 2) 与 (6., 3.6) , 张 量 了 的 物质 导数 在 
Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


dT_ qd yk 
di nT 8 88) 


和 ,一 下 


d a 和 i 
Tg ) 8 Bi:) 


= ( 生 - Ti dt 
EE 人 放 放 让 一 
二 (证 — Tt Vou" 一 了 VU” Tm 8 和 2 (6. 5. 4) 


上 式 共有 8 种 分 解 形式 ,每 种 分 解 所 得 到 的 分 量 都 满足 指标 升降 关系 ,例如 


dT 
人 中 Ts VY me 十 TT” Vv a 一 1 2 YY 本 


一 Eg (于 一 Ta V 加 一 了 ， Vo” 人 了。 Wy ‘| (6. 9 5 
但 分 量 中 所 售 4 项 的 每 … 项 并 不 满足 指标 升降 关系 (类 似 矢 其 情况 的 (6. 4; 7a) 式 ), 例 如， 
da dT rg dm (6.5.6) 

di 


类 似 于 和 量 场 的 全 导数 (6. 4. 工 的 物质 导数 在 Euler 坐标 系 中 的 分 量 称 
为 张 量 分 量 的 全 导数 。 共 有 8 种， 


。 弟 6 章 张 量 场 函数 对 参数 的 导数 可 
dT _ DT* _ DT DT 
dD Big: 一 Dx BiBiB = "py EEE 《6. 9,7) 
其 中 ,类 似 于 矢量 场 的 (6, 4,11) 与 (6,4.16) 式 ,有 
= 和 十 Tt T 十 了 Ph, 十 了 wj" Te 
让 <= “和 4 Tw Th 二 TanorTi — Tisv" TS C6. 5.8) 
Du 一 ou Nl mi UL Tew TI 了 TT 


8 种 全 导数 之 间 互 相 满足 坐标 升降 关系 ,但 在 (66. 5.8) 式 右 端 的 4 项 中 ,各 项 分 别 都 不 是 
张 量 ,前 不 满足 指标 升降 关系 。 
把 16. 5.8) 式 中 的 第 -项 按 复 合 函 数 求 量规 则 化 为 (以 dTwsy di 为 例 ) 
dTii, (E:) _ (2:) Tn 
E 证 


di or gr" 
则 类 似 于 矢量 场 的 (6. 4. 13) 与 (6.4. 17) 式 ,全 导数 可 写成 
DT 加 dT ， 3T 计 jh 
br = (rr) tT (Sr), tT 
dT aTH, 交 让 3TH, 5 ， 
和 (入), tv Vl (2) 一 To (6. 5.9) 


共有 8 个 这 样 的 式 子 。 其 中 右 端 第 一 项 称 为 局 净 导 数 ,第 二 项 称 为 对 流 导 数 。 和 矢量 场 
一 样 ,这 两 项 分 别 者 是 张 量 , 因 而 分 别 诺 足 指 标 升降 关系 。 类 似 于 矢量 场 的 (6. 4. 19) 式 ， 
(6,5,7) 和 (6,5,9) 式 可 写成 张 量 形式 为 

3T 


- (于 ). to (9D= ($F), +t) (6. 5. 10) 


其 中 第 一 项 为 局 部 导数 ， 
类 似 于 矢量 场 的 (8. 4. 224) 与 (6. 4. 22b) 式 ,在 确定 的 时 刻 *, 张 量 物质 导数 时 的 
Lagrange 分 量 和 Euler 分 量 之 间 满 足 转 换 关系 ,例如 : 


dT 


本 a a a 网 人 i 四 由 上 
9 


dt Dt rr dr EE 
DT fd jo © oo fen © 2) vs D am) dT dr OF: 
= (+ Va vi") er (6.5. 11) 


应 用 这 种 转换 关系 的 一 个 例子 如 下 。 设 在 某 时 刻 忆 选 Lagrange 坐标 和 Euler 坐标 
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为 同一 个 坐标 (例如 ,在 1=0 上 时刻, 两 个 坐标 系 都 采用 笛 卡 儿 坐 标 系 ), 则 在 该 时 刻 上 有 

让 一 天， A ~—g, 《6. 5, 12a) 
代入 (6. 5.3) 式 后 得 

Fi, = TE, (6.5. 12b} 

即 张 量 的 两 种 分 量 在 上 时 刻 是 相等 的 。 当 上 增加 到 上 di 时 ;质点 的 Lagrange 坐标 值 
保持 不 变 , 而 其 Euler 坐标 值 x’ 将 因 质 点 运动 而 变化 ; 另 一 方面 ,Lagrange 基 矢 量 品 将 
因 物 体 的 变形 和 旋转 前 发 生变 化 ,而 Euler 基 矢 量 # 将 因 另 一 个 原因 , 即 质点 运动 到 另 
一 个 空间 位 置 , 而 发 生变 化 。 所 以 (6, 5, 12a) 式 在 1 十 由 时刻 已 不 再 成 立 。 民 人 (6. 5. 3) 
式 后 可 知 : 


和 二 df) 关 TY (+ dr) 
因而 张 量 的 两 种 分 量 在 :时刻 的 变化 率 并 不 相等 , 即 


dTi, dT 
dt di 
它们 间 的 关系 可 由 (6.5. 10) 式 时 出 。 在 该 上 时 刻 由 (6.5, 12a) 式 ， 
As" 07 
3 (6. 6. 13a) 
且 
Do = V0 (6. 5. 13b) 
将 此 代 和 (6.5. 11) 式 , 移 项 ,并 利用 (5. 5. 12) 式 得 钊 在 该 上 时 刻 
di - Dr Ti Vo Ti Yo TH io" (6.5.14) 


把 (6.5.8) 式 代 和 人 ,并 注意 到 由 (4. 3.4) 式 , 则 
Vv = Eo, Vi = wT 
DT 2 
上 式 可 进一步 化 为 (利用 (4. 1. 5b)) 
di dT j dy Tim B23 Ti dw (6.5.151 


二 mi 
dt dz Te dr" ar art 


6.5.2 ”二 阶 张 量 场 函数 及 其 相对 导数 
下 面 对 最 常用 的 二 阶 张 量 场 作 进 一 步 的 讨论 ， 二 阶 张 量 场 在 Lagrange 坐标 系 和 
Euler 化 标 系 中 的 分 解 式 分 别 为 
H= hrgg; = igi! = hig'g, = hog'g’ (6. 5. 16) 
再 一 Magig; = hgiB’ = hg gs = hyg 8 (6. 5. 17) 


把 五 的 物质 导数 9 记 为 有 ,由 (6.5,4) 式 , 它 在 Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


= 至 =- ( 旦 + 知人 二 hy a, 


= (9 


= ( 呈 -入 Vo 二" 六 
- 和 一 入， 了 人 js (6. 5. 18) 


如 前 (6, 5.5) 式 所 述 , 以 上 4 种 分 量 作 为 整体 是 满足 指标 升降 关系 的 。 但 括 导 ( ) 中 的 每 
个 对 应 分 项 之 间 并 不 满足 指标 升降 关系 。 由 (6,5,7),(6,5.8) 与 (6.5.9) 式 ,物质 导数 真 
在 Euler 坐标 系 中 的 分 量 称 为 全 导数 , 即 


_d_ Dh DA Di Dh 
, 一 5 
dr Te ~ Dt Ts Dr Des D8 (6, 5, 19) 


其 中 

人 -= ( 妆 )， hi = + v' Tm + hw TS 

= ( 革 ). 十 ty = i + hv Ts — aT 

tv vr 

We- (要 ) 二 = 得- how"T™ 一 和 Ts C6. 5. 20) 
上 式 中 的 三 项 , 即 全 导数 ,局 部 导数 和 对 流 导 数 ,都 是 张 量 。 所 以 各 项 都 分 别 满足 指标 升 
降 关 系 。 


物质 导数 是 绝对 导数 ,下 面 来 讨论 相对 导数 。 把 (6. 5, 18) 式 用 实体 记 落 表示 成 
= 直 ， 十 (9 V)*H+-H+: (Vo) 


= H+ lv VY. H—H*(v VY) 
=Hy— (Vr): H+H': (Vv) 
=H,—Vu). H—H.(v ?) C6, 5,21) 


其 中 


Bi 
i, = 一 业 Hi = 守信 训 
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(06, 5, 22) 


《6.5.22) 各 式 是 在， ,下 >, 下， 下 的 定义 。 它 们 表示 当 观 察 者 在 4 种 不 同 的 参考 架 中 
所 看 到 的 、 张 量 相对 于 参考 架 的 变化 率 。 它 们 的 物理 意义 在 下 面 6. 6.6 小 节 中 还 将 进 一 
步 讨论 。 由 于 (6. 5, 22) 的 4 式 中 与 速度 梯度 有 关 的 后 两 项 都 是 张 量 ,但 又 互 不 相同 ,所 以 
相对 导数 在 ，, 丰 :在 ， 和 在 ,是 4 个 不 同 的 张 量 。 其 中 下: 称 为 Oldroyd 导数 ,HH 称 
为 Cottet-Riviin 导数 。 和 矢量 场 (6, 4. 35) 与 (6. 4. 42) 式 类 似 , 这 类 相对 导数 在 Euler 坐 
标 系 中 的 分 解 式 记 为 


: ShY : Bh:, | 
瑟 一 Sri Hs = BB 


Bh ， dh 
H., 一 eB H., 一 Bs g’ 


代入 (6.5.21}) 式 ,并 将 该 式 中 的 各 项 ( 开 的 物质 导数 ， 及 合 速度 榜 度 的 项 ) 也 在 Fuler 举 标 
系 中 分 解 ,利用 (6. 5. 19) 式 , 移 项 后 可 得 如 下 分 量 关 系 ， 


(6. 5, 23) 


人 - el he hw Vv 

全 一 hs 二 hv" 

Dy oo 

音 = 马 了 4 CV ww" he | hw” (6. 5. 24) 


式 中 两 个 记号 V 一 尖 用 一 个 全 和 上 起 成 对 的 王 措 寺村 相 放 用 (6, 5. 20) 式 全 导 


数 代 人 (6.5, 24) 式 ,还 可 得 到 


Hd dv 
Bd ar x" 
By dh dv :90 
the go 
Sh dh | dw, i 
Bt dt Ep h dr" 
8h, dh on 。 
到 = 下 + Th 十 天。 3 (6, 9. 25) 
利用 (6, 3, 15} 式 对 速度 梯度 进行 加 法 分 解 , (6. 5. 21) 式 问号 成 
td +H d+ -Hn) 


= H+td. HH:d)+(N:H-H'0) 
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一 在 -dH— Hd)+N. HH.N) 
=H,—(td:H+H:d) (nN. HH':N) (6. 5, 26) 
可 以 看 到 ,以 上 4 式 中 与 旋转 有 关 的 第 三 项 是 同一 个 张 量 , 所 以 前 两 项 之 和 也 是 4 个 互相 


相等 的 张 量 , 称 为 aumann 导数 , 记 为 二 "或 在 , 即 


。 名 
H = H,,, 二 (dd。， H+H 和 d) 
一 是 十 人 H.-H:d) 
=H,—(d. HH.d) 
=H,—(d.H+H.d) 《6. 5. 27) 
或 
让 = 时 -是 NHI+H:N 
Bt dr 
-oxH+HXo (6. 5. 28) 


它 是 当 观 察 者 跟随 介质 微 元 一 起 旋转 但 不 一 起 变形 时 所 看 到 的 、 张 量 吾 相 对 于 以 品 为 旋 率 
《 即 以 外 为 角速度 , 见 (6. 3.18b) 式 ) 的 刚性 转动 参考 架 的 变化 率 ,所 以 义 称 为 物质 共 旋 率 。 
jaumann 导数 与 坐标 系 旋转 无 关 ,是 一 种 能 反映 张 量 客观 性 的 导数 ,有 较 重 要 的 应 用 。 

把 (6. 5.27) 式 对 Lagrange 基 分 解 ,利用 (6, 5, 22) 式 ,可 得 Jaumann 导数 的 Lagrange 
分 量 0， 


= + 十 和 


dh 


Hj = 十 各 一 和 

Hi= rh + hn 

BH), = hy oh, 一 (6.5. 29) 
把 (6.5. 28) 式 对 Euler 基 分 解 , 利 用 (6. 5. 19) 式 得 Jaumann 导数 的 Eujer 分量， 

人 路 一 FE 二 jp 


外 ”矢量 站 的 物质 导数 # = 虽 宣 ,一 点 "， "表示 didi。 但 是 分 量 : 村 中 的 一 点 "，* 没 有 由 电 的 会 曾 ,只 表示 是 
的 分 量 ,“- ”表示 Lagrange 分 县 ,下 标 ] 表 示 Jaumann 导数 。 
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= hr Oh + 

= 2 — "hy + hf 

Sh Qh 二 hall (6. 5, 30) 

把 (6. 5, 27) 式 对 Euler 基 分 解 , 称 项 后 可 得 在 ,站 ,6 ,入 ,的 Euler 分 量 ; 

= 和 — ih — had’ 

-人 2 一 二 

起 - 3 + dh ~ hi"dy 

人 P= ds 十 Rand (6.5.31) 
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由 于 Jaumann 导数 是 张 量 , 它 的 4 个 Lagrange 分 量 (6.5. 29) 式 或 4 个 Euler 分 量 
56.5, 30) 都 分 别 互相 满足 指标 升降 关系 , 且 对 于 确定 的 时 刻 与 它 的 Lagrange 分 量 和 


Euler 分 量 之 间 满 足 如 下 转换 关系 ， 


Bh™ _ dr dr 了 
Bt 6 Ag! 
Bh dv” deif 
Bt oe! Ft 
Dh” 二 好 7" 8 本 
DB dx" As 
Bh _ AE a 


Bt dr dr 


(86.5, 32) 


但 (6.5. 31) 式 中 的 站 -，.…， 避 等 并 不 是 同一 个 张 重 的 分 量 , 所 以 不 满足 指标 升降 关系 ， 


6.6 ”连续 介质 变形 与 运动 的 初步 知识 


本 节 介绍 关于 连续 介 慰 变形 与 运动 的 最 基本 知识 p。 这 些 知识 是 力学 工作 者 所 必须 
掌握 的 ,也 有 助 于 我 们 对 6.4 与 6.5 节 矢量 场 与 张 量 场 各 种 导数 有 更 深 的 理解 ， 


中 连续 介质 力学 的 迁 一 步 知 识 可 参考 专 荐 ， 


其 克 暂 . 非 线 性 连续 介 怖 力学 清华 大 学 出 版 柱 , 北 京 大 学 出 版 村 , 1989 年 ， 
黄 克 知 , 黄 水 刚 编著 , 图 体 本 构 关系 , 清华 大 学 出 版 社 , 1999 年 ， 
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6.6.1 变形 梯度 张 量 , 线 元 . 面 元 与 体 元 的 变换 


采用 Lagrange 坐标 <:， 如 周 6.4 所 示 , 恋 形 前 ( 二 0 时刻 ) 的 相 令 两 质点 间 的 线段 
〈 称 为 物质 线 邱 )drt6.2.6) 式 ,变形 后 在 了 时 刻 变 成 dr(6. 2,10) 式 了， 


【56.2.194 


dd (6.6. 1) 
注意 线 元 由 与 dr 是 由 相同 的 物质 质点 组 成 的 。 上 式 说 明 , 线 元 的 变换 保持 道 变 分 量 和 1 
椒 变 , 只 是 协 变 基 大 量 g, 变 成 g,。 我 们 用 张 量 下 来 表示 从 dr 到 由 的 线性 变换 ( 见 
(2.1. 15a) 式 ); 
dr=F:dr (6. 6. 2) 
将 (6.6.1) 的 邮 与 下 代入 ,得 
dé ig; = dCF ,8.) 
上 式 左 布 端 各 为 i ==] ,2,3 三 项 之 和 。 因 纶 : 为 任意 , 故 必 有 
gr= PF.g (6. 6. 3) 
因此 ,Lagrange 协 变 基 和 尔 量 的 变换 (68,6,3) 与 物质 线 元 的 变换 (6. 6. 1) 是 相同 的 ,所 以 称 
Lagrange 协 变 基 矢 量 是 随 体 的 。 
卫 称 为 变形 梯度 张 量 。16.6. 2 与 (6.6.3) 式 的 丫 为 
由 一 FF (6. 6.4) 
式 中 下 :为 下 之 道 ， 
FF 二 1 《6.6.5) 
由 (6. 6 3) 与 (6. 6. 4) 第 二 式 , 锚 写 出 F 与 的 并 矢 表 未 式 为 
F= 8 g 十 各 时 十 各 Ee gig’ 


i 《6. 6.6) 
下 =g8 +h | Bh = Bg 
式 中 gg 为 变形 前 = 0 时 刻 ) 的 道 变 基 ,与 怀 志 为 对 偶 ; 信 为 变形 后 (在 t 时刻 ) 的 逆 变 
基 , 与 上 互 为 对 偶 。(6. 6.6) 式 的 转 置 为 


Fr = gg + gg 十 所 让 一 有 有 
(6.6,7) 


FT (FD) = (FF) = 二 十 人 全 二 
(6. 6,.6) 与 (6, 6.7) 的 4 个 张 量 表 达 式 ,前 后 矢量 有 一 个 党 上 标 “。”, 男 一 个 带 上 标 “”, 它 
们 是 在 变形 前 (: = 0) 与 变形 后 (时刻) 不 同 的 构 形 中 ,所 以 文献 中 称 这 样 的 张 量 为 “两 点 
张 晤 "(two-point tensor) 。 但 是 这 并 不 妨碍 它们 作为 二 阶 张 量 实体 的 一 切 运算 。 因为 沿 
个 构 形 的 基 欠 量 之 间 存 在 一 党 的 关系 (取决 于 变形 ), 必 要 时 可 以 把 “两 沾 张 量 " 化 成 同 -… 


D 这 里 我 们 在 dr 上 加 了 ““ 短 寻 , 即 果 , 只 是 为 强调 由 沿 Lagrange 基 父 量 分 解 , 即 (6. 2, 10) 式 。 
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个 构 形 中 的 并 矢 表 示 。 由 (6, .6) 与 (6. 6,7) 式 易 得 
下 
FT (6. 6, 8) 

《6. 6. 2) 式 给 出 了 变形 前 (f = 0) 与 变形 后 (1 时 刻 ) 物 质 线 元 的 变换 。 物 质 体 元 与 物 

质 面 元 如 何 变换 呢 ? 

假设 在 变形 前 有 二 个 物质 线 元 dro ydro ,drew ;它们 构成 一 个 平行 六 面体 的 体 元 
《图 6.7) ,其 体积 为 
do = [dr dr gr] (6, 6.9) 


多 6 章 张 量 场 画 数 时 参数 的 导 斤 


(图 6. 8》, 变 形 后 人 (时刻 ) 变 成 ua, 面 元 矢量 均 悟 直 于 所 在 面 , 大 小 等 于 面 元 的 面积 衬 ， 

da = dr X dr da = dro, X eo, C6. 6.13) 
由 上 式 ,利用 物质 线 元 的 变换 公式 (6, 6, 2) 与 二 阶 张 量 的 Nanson 公式 (2. 3, 7) ,可 得 物质 
面 元 变换 合式 ,也 称 为 Nanson 公式 ; 


dd = fF T+ da (6. 86.14) 
设 
da = da) gh, dh = (dh)g (6., 6.15) 
代 人 (6. 6.14), 并 利用 (6. 6.8) 第 4 式 ,可 知 
di 二天 高， 即 pe dad (6. 6. 16) 


国 此 , 面 元 da 与 ia/8 具有 相同 的 协 变 分 量 , 只 是 它们 的 赣 变 基 矢 量 # 与 肝 不 同 。 

所 以 ,在 Lagrange 坐标 中 物质 线 元 与 物质 面 元 ( 除 以 有 矢 量 在 变形 前 (1 = 0) 与 变 
形 后 tt 时刻) 之 间 的 变换 ,前 者 保持 逆 变 分 量 不 变 , 后 省 保持 协 变 分 量 不 变 。 我 们 称 保 
持 道 变 分 量 性 ' 不 变 的 两 矢量 dz 与 几 是 相互 的 “ 逆 变 转移 ”,dr 是 几 从 初始 构 形 ( = 
0}) 到 当前 构 形 性 时刻) 的“ 道 变 前 推 ”( 或 记 作 “# 前 扒 ”), 反 之 邮 是 由 从 当前 构 形 (时 
刻 ) 到 初始 构 形 (1 = 0) 的 “着 变 后 拉 ”( 或 记 作 *# 后 控 ??。 几 与 由 之 间 满 足 (6.6.2) 
与 (6. 6, 4) 式 的 关系 。 同 时 , 称 保 持 协 变 分 量 (6. 6. 16) 式 不 变 的 两 矢量 da 与 df/ 是 
相互 的 “ 协 变 转移 ” ,da78 是 da 从 初始 构 形 (: = 0) 到 当前 构 形 (时 刻 ) 的 * 协 蛮 前 推 ? 
《 越 记 作 “5 前 推 ”), 而 da 是 da/5 从 当前 构 形 (: 时刻 ) 到 初始 构 形 Ct = 0) 的 “ 协 变 后 
拉 人 或 记 作 “5 后 拉 ”)。 


6.6.2 ” 线 元 、 面 元 与 体 元 的 物质 导数 ” 


(6.6. 1) 式 物质 线 元 d= 虹 翅 ; 是 随时 间 z 变化 的 ,因为 虽然 败 ' 不随 时间 变化 ,但 
Lagrange 协 变 基 矢 芋 g; 是 随时 间 : 变化 的 。 利 用 g; 的 物质 导数 公式 (6, 3, 4) 可 计算 线 
元 出 的 物质 导数 : 


(7) 《6.6, 17) 


利用 体 元 8 的 表达 式 (6.6. 10), 避 =[Ldro 由 adro], 可 计算 其 物质 异 数 
(do) 一 [dr dr dr 


四 ”注意 线 元 矢量 dr 是 物质 的 ,但 尽管 两 元 记 身 县 物质 的 ( 即 矢量 da 与 曰 所 代表 的 面 元 是 由 相同 的 物质 质点 
组 成 的 ,而 元 矢量 da 不 是 物质 的 ， 

公 ”这 里 我 们 格 的 是 线 元 的 矢量 少 ,而 元 的 矢量 da 与 体 元 的 体积 节 , 线 元 、 面 元 与 体 元 者 是 出 相同 的 质点 组 成 
的 ,表示 的 矢量 对 时 间 /的 导数 次 为 物质 导数 。 

@ “ 晤 表 示 体 元 的 体积 ,体积 与 坐标 选取 克 关 ,也 可 记 作 dv, 注意 字 尽 。 甸 与 速度 矢量 混淆 。 
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= [Liz dr dr ] + [dr Cdr, ) dr | + Ldre do (dr 站 ] 
(6, 6, 18) 
将 (6,6, 17) 式 代 人 (6.6. 18) 式 ,得 
(dw) =[ tv V ) dru, dr dr 了 十 Lar (vy V ) MM dr dro] 十 
[df de (ooVY) + di] C6, 6. 19) 
利用 第 2 章 公式 (2, 3. 6a) ,将 其 中 的 矢量 HU ' 改 为 dr yd ,二 阶 线 量 于 


改 为 op 了 ,因此 其 第 一 主 不 变量 为 


FJ dv (6.6. 20) 
由 (6. 6,19) 式 可 得 体 元 物质 导数 公式 为 
CdD) = Co yd (6. 6. 21) 


将 (6.6. 11) 式 dv JHv 代 人 (6.6.21) 式 ,可 得 体积 比 # 的 物质 导数 
= (ws9)f 即 FV do C6. 6. 22) 


因此 速度 场 的 散 度 表示 当前 构 形 每 单位 体积 的 体积 变化 率 。 
为 了 求 面 元 矢量 的 物质 导数 ,需要 以 下 预备 知识 。 
预备 知识 6 与 为 任意 两 个 失 量 , 卫 为 任意 二 阶 张 量 , 则 必 
(下 ,8) xbiaxtBb)= paxb—B (2 X 及 (6. 6. 23) 
证 由 (23.6a), 将 其 中 必 o 入 疏 为 和 es 并 改写 为 
{(Brayxbiax Btaxh Be= FAXxb)ee 
因为 为 任意 , 故 必 有 
(Bra)xbiaxtB. b= Haxb—B :axb) 
故 56.6. 23) 式 得 证 ， 
现在 来 取 面 元 矢量 da 的 物质 导数 ,由 (6. 6. 13) 第 二 式 da 二 FX fww ,其 物质 导 
数 为 


《de = Cdrey A df) = {dri} Xx dr 十 由 小 XX dr.) 
将 线 元 物质 导数 公式 (6.6. 1 站 代入 , 则 
《da 六 一 [wv V ) dra, ] X dr 十 由 由 xX [Cv vy) " dro, 
利用 (6. 6. 28), 其 中 ,Db 改 为 di, wd,B 履 为 z Y ,可 得 面 元 矢量 物质 导数 公式 为 
(dA) = (yd) (6.6.24) 
所 有 的 绕 元 、 曾 元 、 体 元 物质 避 数 公式 (6.6.17),(6.6,24),(6,6.21}) 表 骨 它 们 都 取决 


于 速度 梯度 张 量 wY 。 因 为 Hamilton 算 子 具有 坐标 不 变性 ( 见 (6. 3. 10) 式 后 面 的 讨论 )， 
故 速度 梯度 张 量 也 可 记 作 wy 。 


第 6 地 张 二 场 品 教 对 参数 的 导数。 


利用 Lagrange 协 灾 是 训 与 道 变 基 上 的 物质 导数 公式 (8. 3. 4) 与 (6, 3.6) ,可 以 求 得 
(6, 6,6) 式 下 和 下 与 (6. 6.7) 式 FF" 和 下 -7 的 物质 导数， 
P= Bg (v9) be (vp 


(P= 名 虹 = gg VY) = Fl (vy) 


(FY 和 ge VoD) FY) = 
(FD) YF (6. 6. 25) 


6.6.3 应 变 梯度 张 量 的 极 分 解 


作为 描述 连续 介质 变形 的 二 阶 张 量 , 应 变 梯 度 张 量 严 一 定 是 正则 的 .由 2. 6. 2 的 极 

分 解 定理 了 ,FF 可 以 分 解 为 正 交 张 量 R 与 正 张 量 上 或 的 点 积 ; 
下 一 RD ( 右 极 分 解 ) (6, 6, 26a) 
一 YY .RR ( 左 极 分 解 ) (C6, 6, 26b) 
(6. 6. 26a) 式 称 为 厂 概 分 解 ,表示 介质 (在 所 研究 质点 附近 的 邻 域 ) 先 按照 张 量 品 ( 称 为 右 

伸 长 张 量 } 变 形 , 然 后 按照 正 交 张 量 有 进行 转动 , 即 

U= Al N, N, 十 和 mW N; 十 由 N, N, 6. 6. 27a) 
R — Nl N, 十 中 N, 十 天 AN， 【1， 6, 27b) 
和 NN, ,和 N,N; 是 在 初始 构 形 (+ = 人 0) 中 的 三 个 互相 正 交 的 主 方向 , 沿 这 三 个 主 方向 的 线 元 变 
尹 后 各 伸 长 入 ,43 倍 , 然 后 从 Ni Na ,NN; 方 向 转动 到 当前 构 形 (+ 时 刻 ) 的 三 个 正 交 的 主 
方向 而 ,Ns shy 。(6. 6. 26b} 式 称 为 左 极 分 解 ,表示 介质 (在 所 研究 质点 附近 的 邻 域 ) 先 按 
照 正 交 张 量 尺 进行 转动 ,把 Ni ,N: ,AN 三 个 主 方向 的 线 元 转动 到 让 ,hs ,nh 方向 ,然后 按照 


张 量 V ( 称 为 左 伸 长 张 量 ) 变 形 , 沿 吉 ,h; ,8 三 个 主 方向 各 伸 长 入 ;入 ,人 售 , 即 
太一 办 而 让 十 加 十 加 i 放 ， (6. 6. 27c) 


A] 4 As 称 为 主 长 度 比 。 
6.64 Green 应 变 张 量 


在 连续 介质 力学 中 引进 了 许多 不 同 定义 的 应 变 张 量 。 但 其 中 最 重要 的 是 Green 应 变 
张 量 。 采 用 Lagrange 华 标 ,在 变形 前 (t = 0) , 即 初 始 构 形 , 设 度量 张 量 为 
G— gp'p’ (6. 6, 28) 


涝 由 (2.6.20) 或 ,本 上 为 玉昌 二 | 改 为 具 ; 且 靶 为 ,HH 改 为 VY, 
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变形 前 线 元 dr 的 道 变 分 量 为 性 ' ,长 度 为 ds， 


(ds): = gy dé idé! (6, 6.29) 
变形 后 (t 时 刻 ), 即 当前 构 形 , 设 度量 张 量 为 
G = bag (6. 6. 30) 
由 (6.6. 1) 式 ,变形 后 线 元 dr 的 逆 变 分 量 仍 保持 为 星 ', 设 长 度 为 下 , 则 
(ds)’ = By dE de: {6. 6. 31) 


比较 (6. 6, 29) 与 (6. 5.31) 式 ,可 见 线 元 的 长 度 变 化 是 由 于 上 度量 张 量 协 变 分 量 由 gi 变 成 
&;。 但 要 注意 ,尽管 -- 般 gi 关 名 ;但 是 度量 张 量 恕 和 让 作为 实体 却 是 相等 的 ,它们 都 等 
于 单位 二 阶 张 量 ( 见 1.6.3 与 2.5.2 小 节 )， 


Ft-G=1 (6. 6. 32) 
由 (6. 6. 29) 与 (8. 6,31) 式 可 计算 线 元 长 度 平方 的 变化 ; 
(d3)? — (ds) = (g, — gy) dE de = 2Eydé dé’ (6. 6, 33) 
式 中 下 ; 称 为 Green 应 变 分 量 ,其 定义 为 
B= 了 一) (6. 6. 34) 


把 名 配 上 变形 前 (x = 0) 初 始 构 形 的 基 矢 量 g' ,得 到 
E=FE,g'eg: (6, 6. 35) 
百 称 为 Green 应 变 张 量 。 注 意 ,也 可 以 把 已 配 上 变形 后 (1 时 刻 ) 当前 构 形 的 基 矢 量 名, 则 
得 到 
e 一 Egy’ (6. 6, 36) 
e 称 为 六 lmansi 应 变 张 量 ， 注 音 (6. 6.35) 式 Green 应 变 张 量 E 与 (6, 6.36) 式 Almansi 应 
变 张 量 e 虽然 有 相同 的 协 变 分 量 B, ,但 下 与 e 是 两 个 不 同 的 张 量 ,有 不 同 的 用 途 。 由 
(6.6. 33) ,利用 (6.6.1) ,可 知 
(ds) — (di) = 2dr ,dr 一 2dr ee，dr (6, 6. 37) 
若 要 计算 线 元 长 度 平 方 的 变化 ,如 果 已 知 线 元 在 初始 构 形 (t 一 0) 中 的 矢量 必 , 则 应 
该 用 Green 应 变 张 量 E 双 点 dr; 但 如 果 已 知 线 元 在 当前 构 形 人 z 时 刻 ) 中 的 矢量 由 , 则 应 该 
用 Almansi 应 变 张 量 e 双 点 由 。 由 基 矢 量 g' 与 8' 的 关系 (6. 6. 8) 的 第 三 与 第 四 式 , 可 得 加 
与 6 的 关系 式 为 
e—F ,EF ~—(F'F') #FE 
(6. 6. 38) 
E=F .erF~—=(FMF) ¥e 
式 中 记号 六 表 示 用 左边 ( ) 中 的 前 面 一 个 二 阶 张 量 点 乘 后 面 二 阶 张 量 的 前 失 量 ,同时 用 
《 ) 中 后 而 一 个 二 阶 张 量 点 乘 后 面 二 阶 张 量 的 后 天 量 , 例 如 
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(FF) ¥E= (F IF) ¥(E, g' gi) 
= Et(F Tg)(F Tg) = Eggi=e 

由 于 二 阶 张 量 E 与 e 有 相同 的 协 变 分 量 , 我 们 称 五 与 e 是 相互 的 " 协 变 转 称 ”。e 是 EE 
从 初始 构 形 (1 二 0; 到 当前 攀 形 (时 刻 ) 的 * 协 变 前 推 " 或 记 作 “62 前 推 ”), 而 EE 是 e 从 当 
前 构 形 (时刻) 到 初始 构 形 (t 二 0 的 “ 协 灾后 拉 ”( 或 记 作 “68 后 拉 ”。 EE 与 6 之 间 满 足 关 
系 式 (6, 6, 38)。 

我 们 来 研究 Green 应 变 张 量 五 的 率 ，(6. 6. 35) 式 对 时 间 1 求 物质 导数 ,注意 对 于 一 
定 的 物质 质点 ,gi 晨 在 初始 构 形 (: = 0) 中 的 逆 变 基 矢 量 , 它 是 不 随时 间 t 而 变化 的 , 因 
此 风 , 并 利用 (6. 6. 34) ,得 


pd 
E= ES es (6, 6,39) 
由 (C6, 3.9) 式 ,应 变 率 张 量 永 也 可 记 作 qd, 见 (6. 3.10) 式 下 面 的 讨论 ) 
i 1 dB 
f= dB 一 9 dt EE ‘6. 6.40) 


因此 ,让 与 4 具有 相同 的 协 变 分 量 , 即 (利用 (6. 3.8) 式 ) 


有 lE, 1 dp 1 人 二 1 A a 
Ey 二 二 一 dy 一 2 一 2 (WV ju | V iV;) = Vi di) 《6. 6. 41) 


但 是 言 与 d 是 两 个 不 同 的 张 量 , 因 为 它们 的 基 矢 量 g’ 与 g' 不 同 。 我 们 称 才 与 4 是 相互 的 
“ 协 变 转移 ”d 是 亡 从 初始 构 形 (: = 0 到 当前 构 形 (: 时刻) 的 * 协 变 前 推 "( 或 记 作 “56 前 
推 ”), 而 声 是 d 从 当前 构 形 (z 时 刻 ) 到 初始 构 形 (1 = 0} 的 “ 协 变 后 拉 *( 或 记 作 “如 后 
拉 *)。 亡 与 a 之 间 满 足 类 似 于 (6. 6. 38) 式 的 关系 : 

d= F'.k.F' = (FF) EE 


, . (6B, 8, 42) 
E=F .dF= (FF) ¥d 


注意 以 下 几 点 ; 
0 ) 直 是 Green 应 变 张 量 的 率 。 但 是 虽然 如 被 称 为 应 变 率 张 量 ,d 并 不 是 任何 -个 应 
变 张 量 的 率 ， 
《2) 由 (6. 3.9) 与 (6.3, 10) 式 ,应 变 率 张 量 4 与 物质 质点 速度 矢量 v 之 间 的 关系 为 
d= 了 (Ww VVo) = 和 = 了 D9) (6. 6, 43) 


前 面 一 个 表达 式 (不 带 上 标 “~”) 是 对 于 Euler 坐标 z' 而 写 的 ;后面 一 个 表达 式 ( 带 土 标 - 
“9) 是 对 于 Lagrange 坐标 后 而 写 的 。(6. 6. 43) 式 完全 相同 于 小 变形 情况 下 小 应 变 张 量 
通过 位 移 矢 量 的 表达 式 。 如 果 采 用 Euler 坐标 为 销 卡 儿 直 角 举 标 zx;, 则 


如果 我 们 求 (6. 6. 36) 式 Ahmans 应 变 张 量 。 的 率 , 则 不 仅 要 考虑 ,随时 间 + 的 变化 ,而 且 还 到 考 丈 基 撩 量 让 
随时 间 的 变化 { 见 16. 3. 5) 式 )。 见 习题 &.9， 


20 . 
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(0, 6. 44) 


= [天 + 用 


DT Di 


6.6.5 应 力 张 量 


小 变形 力学 中 的 应 力 张 量 的 概念 党 用 到 当前 构 形 ,就 是 Cauchy 应 力 张 量 ,在 当前 
梅 形 的 面 苞 da( 凤 以 da 为 面 元 矢量 , 面 抱 所 在 面 重 直 于 
da ,面积 等 于 da 的 大 小 |da|) 上 的 应 力 矢 量 为 s ，da : 
(图 6.9)。 也 就 是 说 ,o 是 二 阶 张 量 ,对 应 于 从 面 元 矢量 拉力 
da 到 面 元 上 庶 力 矢量 rz，da 的 线 元 变换 。 在 不 考虑 偶 
应 力 的 介质 (无 极 介 质 } 中 ,a 是 二 阶 对 称 张 量 ,so = 一 5 。 

借用 小 变形 力学 中 的 变形 功率 的 概念 ,当前 构 形 每 面 关 
单位 体积 中 应 力 对 应 变 所 做 的 功率 为 s+ 4, 但 是 "当前 
构 形 每 单位 体积 * 不 是 一 个 “物质 的 ”概念 ,因为 物体 的 体 
积 是 不 断 随时 间 # 而 变化 的 ;当前 + 时刻 单 位 体积 的 物 
质 , 在 1 时刻 以 前 及 以 后 静 不 是 单位 体积 。 因 此 应 该 规 
定 并 初始 构 形 (t 二 们 每 单位 体积 ,而 在 当前 构 形 (1 时 
刻 } 体 积 已 变 成 政见 (6.6,11) 式 ) 的 体 元 内 ;应 为 对 应 变 的 功率 为 弓 , 称 为 * 比 功率 ”, 即 


图 6.9 必用 于 当前 档 形 面 元 
上 的 应 力 矢量 gs ， da 


w= jo:d=r:d «6, 6, 45) 
式 中 rf 一 和 为 Cauchy 应 力 的 信和, 称 为 Kirehhoff 应 力 。 用 分 量 表示 为 
ww = (6, 6. 46) 


;为 4 在 Lagrange 坐标 中 的 协 变 分 量 ( 见 (6,6, 40) 式 ) ,Tr 为 r 在 Lagrange 誉 标 中 的 首 
变 分 量 , 即 
d= dB r= rg8) = fg C6, 6. 47) 
如 (6, 6,41) 与 (6.6,42) 式 所 示 由 是 4 从 当前 构 形 ( 时刻 ) 到 初始 构 形 人 = 0) 的 “ 协 
变 后 拉 ” ,它们 具有 相同 的 协 变 分 量 包 二 dy( 见 (6, 6. 41) 式 )。 如 果 我 们 构造 一 个 应 旋 张 
量 了 , 它 是 Kirehhoff 应 力 张 量 t 从 当前 构 形 (时 刻 } 到 初始 构 形 (4 = 人 的 “ 道 变 后 拉 ”r 
与 工具 有 相同 的 道 变 分 量 ; 
Te Tigg, T= tip Tor (6. 6. 48) 
这 里 应 注意 ,T 的 基 矢 量 g, 是 不 随时 间 : 而 变化 的 ,但 是 分 最 六 等 于 说 却 是 随时 间 / 而 变 
化 的 。 了 与 r 的 关系 为 (利用 (6, 6,8) 第 一 ,二 式 ) 
or=F. TF = (FF) ¥7 
' 《6. 6, 429) 
了 一 下 一 
了 称 为 第 一 类 P-K(Piola Kirchhoft) 应 力 张 量 。 
必须 注意 ,如 图 6.9 所 示 , 应 力 矢量 s，da 是 作用 在 当前 构 形 Cz 时 秘 ) 的 面 元 (以 法 向 


6 : 
第 6 章 张 量 场 品 数 对 他 数 的 数 碍 


矢量 da 表示 ) 上 的 ,但是 可 以 利用 (6.6. 14) 与 (6. 6.49) ,通过 了 与 4 表示 ， 


od rd TF JP" dh F(T dd) C6. 6. 50) 


所 以 ,为 了 计算 作用 于 在 当前 构 形 (f 时 刻 ) 其 矢量 为 dé 的 面 元 上 的 应 力 矢 量 ,可 用 第 二 
类 P-K 应 力 了 点 积 初始 构 形 (: 一 起 的 相应 的 面 元 矢量 de ,得 到 了" da, 然 后 再 把 这 个 矢 
量 T da 从 初始 构 形 (; 一 0)“ 道 变 前 推 ?到 当前 构 形 (# 时 刻 ) ,类 似 于 线 元 矢量 dr" 道 变 
前 推 ?为 dr, 见 (6. 6, 2) 式 ,从 而 得 到 刁 。(T， de)， 


6.6.6 ”应力 率 


现在 来 计算 (6. 6, 48) 式 第 二 类 P-K 应 力 了 和 Kirchhof 应 力 r 对 时 间 的 物质 导数 。 
由 (6. 6. 18) 第 一 式 ,T 的 物质 导数 为 


= 持 - Sg C6. 6. 51) 
但 (6. 6. 48) 第 二 式 给 出 的 z 的 物质 导数 为 
= = 这 一 4 (6., 6,52) 
式 中 由 于 (6. 6, 48) 第 三 式 , 右 端 第 一 项 的 分 量 恰 好 等 于 (6, 6. 51) 式 中 宇 的 分 量 
di dT 
> (6. 6.53) 
利用 Lagrange 协 变 基 矢 量 名 对 时 间 + 的 求 导 公式 (6, 3.4) ,可 将 (6, 6. 52) 式 中 f 写作 
t= b+ 8) TFTTT (Vv) (6, 6, 54) 


上 式 右 端 的 第 二 与 第 三 项 是 由 于 Lagrange 协 变 基 矢量 g; 随时 间 变 化 而 带 来 的 。 尽 管 r 

是 工 的 “ 道 变 前 推 ", 有 (6. 6. 49) 式 的 关系 ,但 是 不 是 的“ 逆 变 前 推 ”的 (6. 6. 52) 或 

《6.6.54) 趟 中 只 有 右边 第 一 项 才 是 宁 的 “ 逆 亦 前 推 * ,而 这 第 一 项 恰 就 是 (6. 5. 21) 第 一 式 
中 所 定义 的 = 的 Oldroyd 导数 : 

+ = 全 一 了 ,THET = (FF) ¥f 《6. 6. 55) 

现在 我 们 来 考虑 一 下 是 娜 一 个 应 力 的 率 , 汪 或 者 r ,能 刻画 材料 应 力 状态 随时 间 的 变 

化 。 设想 有 一 个 单 向 拉 伸 杆 ,初始 构 形 如 图 6. 10Ca), 在 应 力作 用 下 当前 构 形 如 


图 6. 10(b) ,Lagrange 协 变 基 矢量 包 ,g; 贿 物体 一 起 变形 成 为 8; ,8s( 我 们 略 去 第 3 方向 不 
画 )， 现 在 假设 图 (b) 的 杆 和 它 所 承受 的 拉 伸 应 力 一 起 在 平面 内 作 等 速 转动 .虽然 杆 在 


外 ”注意 应 力 矢 量 *，dz 作用 于 当前 构 形 的 面 元 上 (图 5.9)。 在 接 始 构 形 (一 0 可 能 还 没有 开始 腕 力 ,没有 应 力 
矢量 作用 在 而 元 上 。 
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作 转 动 ,但 丁 中 的 应 力 状态 并 无 变化 , 即 关 一 名 是 不 随时 间 变 化 的 恒 值 。 由 (6. 6, 51) 式 
计算 出 了 =0。 由 (6. 6. 52) 或 (6. 6. 54) 式 计算 ,z 的 第 一 项 也 为 零 ,但 由 于 Lagrange 协 变 
基 & 的 转动 ,引起 第 二 项 与 第 三 项 使 + 关 0。 因 此 可 以 认为 了 ,或 者 + 的 第 一 项 , 即 t 的 
Oldroyd 导数 + (1, 才能 刻画 材料 应 方 状态 的 变化 ,而 它们 , 即 宁 与 + ,两 者 之 间 是 
《6.6.55) 所 示 的 “ 逆 变 转移 ”关系 。 


7 芒 巧 : 


ta) (加 
图 6,10 单 向 拉 伸 杆 


TH 


想象 一 个 观察 者 随 着 介质 一 起 运动 和 变形 ,他 作为 * 身 在 其 中 ”的 观察 者 ,篇 受 不 出 介 
质 中 随 体 的 Lagrange 协 变 基 矢量 的 变化 ,所 以 他 只 能 观察 到 物质 导数? 表达 式 C6, 6, 52) 
或 (6.6. 54) 式 中 的 第 一 项 zu( 见 (6. 6.55) 式 )。 第 二 与 第 三 项 由 于 他 不 能 做 到 “旁观 者 
清 * 而 观察 不 到 , 因而 必须 从 z 中 删 去 , 才能 得 到 对 于 此 观察 者 的 “相对 导数 ”。 由 
《6.5, 22) 式 所 定义 的 其 他 导数 (用 下 标 (27，(3) (4 表示) ,也 可 做 类 似 的 理解 ， 

至 于 由 (6. 5. 28) 式 所 定义 的 Jaumann 导数 , 则 表示 对 于 另 一 个 观察 着 的 “相对 导 
数 ”, 这 个 观察 者 只 随 着 介质 一 起 作 转 动 , 旋 率 为 号 ( 见 (6. 3. 13) 式 ) ,而 不 随 着 介质 一 起 变 
形 , 所 以 必须 从 物质 导数 中 删 去 由 于 旋 率 2 引起 的 项 . 


6.6.7 ”弹性 本 构 关系 
以 下 表示 弹性 材料 初始 构 形 每 单位 体积 的 变形 能 ,下 为 Green 应 变 张 量 下 的 函数 ， 


W = W(tE) (6, 6, 56) 
在 变形 过 程 中 ,变形 能 的 变化 应 等 于 应 力 的 变形 功 : 
aW(E)  ,, _. 
dW = 一 这 dE =T: dE 
因此 弹性 本 构 关 系 应 为 
aWwiE} 
T=C:E (6.6. 58) 
` 式 中 C 为 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 张 量 ， 
a WE) 
C= FE3F (6. 8. 59) 


把 宁 逆 变 前 推 为 r , , 亡 协 变 前 推 为 4, 则 (6. 6. 58) 式 可 写成 


第 6 说 张 重 场 画 数 对 邓 数 的 3 数 a 


Trisfeid 《6.6,.607) 
式 中 * 为 四 阶 张 量 ,是 将 C 省 变 前 推 的 结果 ， 
c= (FFFF) $C (6. 6. 61) 


上 式 中 右 端 符号 “ 半 " 表 示 用 下 点 积 ( 即 下 。) 四 阶 张 量 C 的 四 个 并 矢 矢 量 中 每 一 个 矢量 ， 
(6.6.60) 武 可 以 在 Euler 坐标 系 中 写 出 ,因此 可 以 采用 稍 卡 儿 直 角 坐 标 。 


6.6.8 举例 
现在 举 一 个 简单 例子 (图 6. 11)。 采 用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 为 Euler 坐标 z+。 设 介质 的 


运动 方程 (6. 2. 13) 中 zi(87,1) 为 2 
‘rl 一 E 1 ati:t 
a C6. 6. 62) 
x = fo 

其 反 尖 数 为 图 6.11 简单 部 切 (只 兽 z',z? 平面 ) 

一 一 好 
16 一 五 (6.6.63) 
一 


当 1==0 时 1 一 二 6 一 ,因此 在 初始 构 形 每 个 质点 的 Euler 坐标 x' 就 是 
该 质点 的 Lagrange 坐标 5 值 ,a$ ?i 天 示 质点 浴 这 ! 方向 的 位 移 ,正比 于 有 与 时 间 :6a 为 
常数 ,〈6.6.62) 式 表示 介质 的 简单 剪 切 变形 。 开 始 运 动 以 后 ,每 个 质点 的 位 置 ( 即 Euler 
坐标 人 ,一 )) 随 时 间 + 而 变 , 但 每 个 质点 的 Lagrange 坐标 ($' ,$°,$ ) 保 持 不 变 ， 

以 eyeye 表示 沿 笛 卡 儿 坐 标 x ,x 方向 的 单位 矢量 , 故 Euler 基 矢 量 为 

一 和 
由 (6.2, 14) 第 一 式 ,有 
和 一 

在 初始 构 形 (1 = 0) ,8 的 值 为 


中 一 有 二 Re 


大 
$=， = $= 
因此 Lagrange 协 变 基 矢 量 g; 随 着 介质 的 简单 前 切 而 不 断 倾 侨 与 伸 长 ，g; 也 可 由 简单 的 
几何 观察 得 到 ,由 C6, 2. 14) 第 汪 式 ,或 者 由 协 变 基 g; 利用 对 侦 关 系 计算 逆 变 基 g', 则 
pg =8 Ag erate, gg =0, gg=e 


由 (6, 6,6) 式 ,有 
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1 at 0 
记 玫 
下 一 68 + (late ee 十 和 的 一 1 , (ee;) 
0 0 1 


1 ~ar: 0 
F = (ee, — Qtes} 十 ee 十 BBs 一 1 0 (ep;) 
0 1 


< 


因此 


1 at 0 
Fi,F= 。 l+ms eo 


0 0 l 
loar ww 0 

FFi= es 1 0 Cee,) 
0 0 1 


由 (2.6. 22a; b) 式 ,DD=yYFT "FY 二 YF + 下 ,经 过 较 长 的 运算 (读者 也 亲 验 算 U? 二 FF 。 
FV ==F: 的) 得 到 
cosp sing 0 
U= lsing :sin8 olcoe,) 


Cos 有 
0 0 1 
十 sin 
cosp sng 0 
Y= sing cosp 0 (eei) 


0 0 1 
式 中 


有 一 aretan[ 了】 或 at 一 2tanp 


由 (6.6,26) 式 可 得 

co 昌 sing 0 
—sind cosp 0 
0 0 1 


R=F.U!—Vy-!.F= (eie)) 


由 (6.6.62) 式 ,得 速度 矢量 w 为 
和 = 由 2 = ar’e, 
因此 ,速度 梯度 张 量 为 


VVY= ue 


和 6 妆 纺 旺 场 现 数 对 基数 的 数 六 


由 (C5. 3. 10) 与 (6. 3. 1 从 式 求 变形 率 张 量 4 与 旋 率 品 ， 


d= 于 aa 人 十 B281) 


Ef Tace, Bs 一 把 的] 


2 
由 品 ,gz ,8 可 计算 度量 张 量 分 量 名; 


1 at 0 
by = gk; = iat Ice 如 0 
Lo 0 1 
由 (C6, 6. 39) 式 计算 下 为 
0 1 中 
] dg 
a = 电 8 多 一 Lg a 0 (Be;» 
0 Dn 0 
由 人 6, 6. 40) 式 可 得 
0 了 0 


at 0 (8 ) 
0 0 


一 人 全 十 请 站 十 到 这 刘 


将 前 面 的 外 ,8g* 代入 ,化 简 后 ,得 


一 Salee 十 》 


与 上 面 的 结果 相同 。 


6.6.9 张 量 场 函 数 在 域 上 积分 的 导数 


在 连续 介质 力学 中 经 常会 遇 到 某 一 物理 音 在 一 个 有 限 域 上 的 积分 ,这 个 物理 量 随时 
闻 而 变化 ,同时 积分 域 也 是 随时 间 而 变化 的 ,因此 在 域 上 的 积分 信也 随时 间 而 变化 。 楼 求 


计算 这 个 积分 对 时 间 的 导数 。 
6.6.9,1 张 量 场 函数 在 物质 体积 域 上 的 质量 积分 
研究 物质 积分 


Le) = |ppd C8. 6. 64) 


。 习 量 分 析 ( 间 2 版 ) 


这 里 ,积分 域 是 图 6. 12 所 未 当前 构 形 (: 时刻) 中 的 域 v(t) ,但 在 积分 号 下 写 的 是 初始 构 
形 (2 二 们 中 的 各 目的 是 为 了 强调 积分 域 是 物质 的 ,积分 域 % 随 时 间 不 断 变 化 ,但 都 是 由 
相同 的 质点 组 成 的 。 所 以 (6.6.64) 的 积分 域 a2?) 实际 上 是 跟著 它 所 包含 的 质点 一 起 不 
斯 变化 的 ,这 一 点 在 对 : 求 导 时 应 特别 予以 注意 -一 (6. 6. 64} 中 的 被 积 泪 数 g ,po 与 积分 
域 ” 都 是 随时 间 上 变化 的 。 在 (6. 6. 64) 式 中 被 积 函 数 g 为 任意 阶 张 量 场 函数 (标量 为 零 
阶 张 量 ,矢量 为 一 阶 张 量 ) ,p 为 当前 构 形 全 时 刻 ) 的 质量 密度 , 即 当前 构 形 仁 时刻) 每 单位 
体积 所 包含 的 质量 。 以 dV 与 dv 表示 在 初始 构 形 (: = 0) 与 当前 构 形 (z 有 时刻) 对 应 的 体 
元 ,它们 由 相同 的 质点 组 成 。 以 p 表示 初始 构 形 (t = 0) 每 单位 体积 所 包 会 的 质量 。 由 
于 质量 守恒 , 体 元 的 质量 不 变 , 即 pdv 不 随时 间 变 化 , 则 

pdy = pdV (6. 6. 65) 


初始 构 形 (=0) 当前 构 展 {r 时 刻 ) 


(9) b) 
图 6.12 物质 体积 域 
由 (6. 8.11) 与 (6. 6. 65) 式 ,可 知 
op, dvidv (6. 6. 66) 


故 质量 密度 之 比 p/p, 为 体积 比 和 的 倒数 ， 由 (6, 6. 的 ) 式 ,利用 (6. 6.22) 式 可 得 5 的 公 
式 为 
diyy C6. 6. 67) 
°° #4 
(6.6.65) ~ (6, 5,67) 每 一 式 的 物理 意义 都 表示 质量 守恒 ， 
(6. 6. 64) 式 被 积 函数 中 含有 质量 密度 p, 故 积分 LC7) 称 为 质量 积分 ,以 下 标 p 表 示 。 
求 质量 积分 (对 1 的 导数 时 ,只 要 注意 (6. 6. 65) 式 , 即 pdv 不 随时 间 变 化 ,就 可 得 到 


dL) | 
“一 JPed C6, 6, 68) 


式 中 g 为 张 量 场 g 的 物质 导数 ,其 表达 式 见 (6.5.7) 或 (6. 5.10) 式 (将 了 收 为 9 )， 
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特例 :车 为 标量 , 且 9 一 1， 风 (6, 6, 64) 式 二 (t) 表 示 积分 城 的 物质 质量 ,由 
(6,6,68) 式 王 (的 物质 导数 为 零 , 因 为 质量 守 便 。 
6.6.9.2“ 张 量 场 函数 在 物质 体积 域 上 的 体积 积分 
研究 物质 积分 
I() -jd 《6. 6.69) 


同样 ,这 里 积分 域 实际 上 是 v( 图 6. 12(b)) ,用 * 表 示 , 只 是 为 了 强调 积分 域 是 物质 的 . 求 
1() 的 物质 导数 ,得 


dI(?) 
Yn = pat ela 
将 体 元 物质 导数 (dz) ' 的 公式 (6.6.20) 代 人 ,得 到 
oD = jlot divo) gjdv (6. 6. 70) 
将 (6.5.10) 式 (了 改 为 q A 6.70) 式 ,并 注意 (dvv)p 十 v ， (Vp)= 了 ， (vp ), 得 
dt) 站 ag . ] 
了 一 1 元 ) .+Y (vp) ld (6.6.71》 


式 中 第 一 项 [28 ) ,为 局 部 导数 。 利 用 Green 变换 公式 (4. 5. 7 变换 上 式 中 第 二 项 ,得 到 


diy /99 | ， 
二 -1 ) .dotldar wp (6. 6. 72) 


式 中 第 二 项 为 沿 当 前 构 形 < 时 刻 ) (图 6. 12(b)) 积 分 域 w 的 表面 a 的 积分 。 在 连续 介质 
力学 中 (6.6.70) 或 (6.6,72) 式 均 称 为 输 运 定 理 , 虽 然 它 们 具有 不 同 的 数学 形式 ， 

对 (6, 6.72) 式 右 端 的 体积 分 项 与 面积 分 项 可 以 有 很 明显 的 几何 解释 。 实 际 上 ,这 个 
郊 何 解释 在 有 些 书 中 用 作 (6. 6. 72) 的 证 明 , 我 们 以 后 称 这 个 证 明 为 “第 二 个 证 明 ”。 
图 6.13 示 在 1 时 刻 与 十 At 时 刻 由 同样 的 物质 质点 组 成 的 2 (i) 域 与 v(t 十 At) 域 。 
《6, 6, 72) 式 右 端 的 第 一 项 , 即 局 部 导数 的 体积 分 项 ,表示 假若 不 考虑 积分 域 随时 间 变化 
之 结果 。 而 右 端的 第 二 项 . 即 面 积分 项 , 则 表示 由 于 体积 域 变化 所 带 来 的 影响 ,在 At 时 
间 间 蝴 内 ,由 于 表面 面 元 (矢量 为 da) 位 置 的 变化 ,与 + 时 刻 的 积分 城 v(f) 相 比 ,t 十 At 时 

刻 积分 域 增 加 的 体 元 为 da，v Az( 如 为 正 值 , 否 示 增加 , 见 图 中 右 侧 用 和 斜 线 表 示 的 单元 1 如 
为 负 值 , 则 表示 减少 , 见 图 中 左 侧 用 许多 点 子 岩 示 的 单元 ;。 因 此 每 单位 时 间 积 分 域 增加 
的 体 元 为 da ，%v , 称 为 通过 da 的 体积 通 量 。 每 单位 时 间 增 加 的 积分 值 da，wP ， 则 称 为 
通过 da 的 gp 通 量 。(6. 6.72) 式 右 端的 面积 分 项 就 是 通过 表面 a 的 g 通 量 。 

特例 , 若 为 标量 ,日 p=p, 则 (6.6.69) 式 1(1) 表 示 积 分 域 的 物质 质量 。 由 C6. 6. 70) 
与 (6.6.71) 式 ,因为 质量 守恒 ,dI(z) /d=0;, 故 必 有 
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图 6,13 在 物质 体积 域 上 的 体积 积分 的 导数 


p+ tdivv)p 二 0， 有 即 (2E) ry. po) = (6. 6. 73) 


《6. 6. 73) 式 等 同 于 (6.6. 67) 式 , 称 为 连续 性 方程 。 

如 果 我 们 在 (6. 6. 64 7 的 天 (5 表达 式 中 令 9p 一 0 ,或 在 (6. 6. 69) 的 I(t) 表达 式 中 令 
9 ==pv ,就 得 到 积分 域 上 物质 动量 ;利用 动量 定理 (或 称 Cauchy 第 一 运动 律 ), 就 可 以 得 
到 连续 介质 力学 中 的 积分 形式 的 动量 方程 。 如 果 在 (6. 6. 64) 的 到 (表达 式 中 令 P 一 rx 
vw (7 为 矢 径 ) ,或 在 (6.6. 69) 的 (4) 表 这 式 中 令 p 二 pr Xw ,就 得 到 积分 域 上 物质 的 动 入 
矩 ; 利 用 动量 乔 定 理 (或 称 Cauchy 第 二 运动 律 ), 就 可 以 得 到 连续 介质 力学 中 积分 形式 的 
动量 撼 方程。 如 果 在 (6. 6. 64) 的 了 (用 表达 式 中 令 9 一 这 v7, 或 在 (6.6, 69) 的 I 表达 式 
中 令 9 一 二 pv ?就 得 到 积分 域 上 物质 的 动能 ,利用 Cauchy 运动 律 ,可 以 得 到 连续 介质 力 


学 中 积分 形式 的 机 械 能 平衡 方程 。 如 果 在 (6.6. 64) 的 天 (为 表 达 式 中 令 g —3v:+e(e 为 
单位 质量 的 内 能 , 称 为 内 能 的 质量 密度 ) ,或 在 (6. 6. 69) 的 I(t) 表 达 式 中 令 9 一 


p( 广 0 +e) , 则 可 得 到 积分 域 上 物质 的 总 能 量 , 利 用 热力 学 第 一 定律 ,可 得 到 连续 介 质 力 


学 中 积分 形式 的 总 能 量 平衡 方程 。 由 积分 形式 的 方程 都 可 以 导出 微分 形式 的 方程 。 
6.6.9.3 张 量 通过 物质 开 曲 面 的 通 量 
研究 开 曲 面 a(t) 上 的 物质 商 积 分 
L() = |p. da (6. 6. 74) 
这 里 ,9 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 , 积 分 域 是 图 6. 14 当前 构 形 (t 时 刻 ) 中 的 开 曲面 a 起， 


但 我 们 在 积分 号 下 写 的 是 初始 构 形 ( = 0) 中 的 ,目的 是 为 了 强调 开 曲 面 a(#) 是 物质 
的 ,ce( 妨 随时 间 不 断 变化 ,但 都 是 由 相同 的 质点 组 成 的 ,是 跟着 它 所 包含 的 质点 一 起 不 断 


和 6 这 . 张 时 六 男 教 对 基数 的 3 数 


初始 构 形 (cg) 当前 构 形 (4 时刻 ) 
my Ee 
(Cy 
图 6.14 物质 开 曲 面 


变化 的 。 求 也 (的 物质 导数 ,得 
Se = de 十 人 (da 


省 


将 面 元 的 物质 导数 (da) ' 公式 (6. 6. 24) 代 入 ,得 


UD gr sv) pp (V0)l. do (6. 6.75) 


将 (6. 5.10)(T 改 为 p )9 代 人 (6. 6. 75) 式 ,得 到 


二 和 =|[( 学 ) 十 (Vet Vv pp (Vo) | do (6, 6.76) 


Er 


其 中 , 右 庙 第 一 项 { 2 ) ,为 局 部 导数 。 注 意 (6. 6. 76) 式 中 9 可 以 是 任意 矢量 或 一 阶 以 上 


的 张 量 ， 
特例 “ 当 有 为 矢量 ( 记 为 p) ,例如 质点 速度 或 热流 矢量, 则 (6, 6, 74) 式 天 (9 表示 通过 
开 曲 面 a 的 p 通 量 { 例 如 每 单位 时 间 流 这 a 的 流量 或 热量 ) ， 利 用 以 下 公式 ， 
Vx pxXv) 一 中 (Vp — (VY pv ttV op— pr (Vu) (6.6.77) 
可 将 (6, 6, 76) 式 改写 为 


人 =][( 织 ) .+(9 :po+Vx tpXo)]. da 《p 为 矢量 场 ) 


加 


(6. 6. 78) 
如 典 a 是 封闭 曲面 ,利用 Green 变换 公式 ,可 下 上 式 右 端 第 三 项 积分 为 零 , 故 得 


L -4 (2). + (Vep) "| da (为 矢量 场 ,a 为 封闭 曲面) (6. 6. 79) 


特例 证 毕 ， 

现在 回 到 9 可 以 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 的 情况 ,我 们 对 (6. 6. ?6) 式 提供 第 二 个 
证 明 。 

图 6, 15 示 在 上 时 刻 的 积分 出 面 e( 革 及 其 边界 曲线 f(1) 与 i 十 At 时 刻 的 积分 曲面 


工 
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at 十 AD 及 其 边界 曲线 f(t 十 At)。 曲面 Ar 
ai 十 Ab 与 af 由 相同 的 质点 组 成 , 若 质 点 
在 Ar 时 条 间隔 内 的 位 移 场 为 v At。(6. 6. 74) 
式 的 面积 分 I 在 1 与 :十 At 时 刻 的 值 各 为 

工 (2 一 | per .da 


alt 


L(t A = | plrstt aA) da (tA) A 
atta) 


(6.6.80) ”图 6.15 在 物质 开 上 曲面 寺 面积 分 的 学 数 
其 中 为 质点 的 矢 径 。(6. 6. 80) 两 式 之 差 值 为 
L(t A Tt) 一 | [or AD — Prt) :daa (6, 6, 81) 


oatt rail 


式 中 
点 一 | Prt} da— | wor "da 


AA wl} 


图 6. 15 中 两 边界 曲线 Fo) 与 Flt 十 AD) 之 间 各 点 相差 一 位 移 矢量 w At, 它 们 构成 一个 条 形 
面 域 ae。 以 df 并 示 滑 边界 膨 线 /0 之 线 元 , 则 条 形 面 感 上 的 面 元 为 4f XvAt， 两 开 曲 
面 alt) ,a(t 十 At) 与 条 形 面 域 Aa 之 间 形 成 一 个 薄 层 Au。 对 此 薄 层 Av 应 用 Green 变换 
公式 (4. 5,8), 得 到 

各 十 和 per + (df Xv At)= | +*V)dv 


总 hu 


= | {pir VY vAt: da (6. 6. 82) 


atty 


式 中 表示 沿 封 阅 曲线 六 zi) 的 线 积分 。 由 (6. 6. 82) 解 出 ,代入 (6, 6,81), 得 到 
工 (十 Ab 一 五 (0 可 计算 出 以 下 的 极限 ， 


4 人 ji 王仁 二 AD) 一 五 人 
di oat At 
= ||( 罕 ) ,+ (pv ol da bp (dfxv) 《6. 6. 83) 
同和 和 Ro 


可 以 证 明 ( 兄 习题 6.14) 上 式 最 后 一 个 线 积分 为 
lp: (df xv) =|c， (Voge Vo — Vv pip (Vo) da 


了 并 


(6, 6. 84) 
将 (6.6.84)? 式 代 和 (6.6,.83) 式 ,得 到 
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二 全 [二 ).。 to (VFIV 0) pp (Vo) | da (6.6.85) 
(6. 6.85) 式 与 前 面 的 (6. 6, ?6) 式 完全 相同 。 以 上 提供 了 对 此 式 的 第 二 个 证 明 。 

6.6.9.4 张 景 沿 物质 封闭 曲线 的 环 量 

研究 物质 积分 

了 0) =p. df (6. 6. 86) 

这 里 ,gp 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 ,积分 域 是 图 6.16 当前 相形 上 时刻? 中 封闭 曲线 (由)， 
但 我 们 在 积分 号 下 写 的 初始 构 形 人 = 0) 中 的 封闭 曲线 多 ,目的 是 为 了 强调 封闭 曲线 ft#) 
是 物质 的 ,六 六 随时 间 不 断 伙 化 ,但 都 是 由 和 椒 同 的 质点 组 成 的 ,是 跟着 它 所 包含 的 质点 一 
起 不 断 变化 的 。 求 1 (的 物质 导数 ,得 


A = .df + 9. Cdf)’) (6. 6.87) 


初 妨 构 形 {三 0 当前 构 形 刀 时 刻 ) 


| 
起 人 
7 /0 


图 6.16 物质 封闭 幢 线 


将 线 元 物质 导数 公式 (6, 6.17) (dr 改 为 d 门 代 人 (6.6.87) 式 ,再 利用 张 量 物质 导数 公式 
《6.5. 10) ,得 
Me trotp. (wv 9)] .dr 


in 


= (Fe) to ve) to Cov) lo (6. 6. 88) 
A 


特例 当 有 为 矢量 ( 记 为 加 ,由 (6.6,.88) 式 可 得 (习题 6. 14) 
世纪 -~ -各 .df = ?| ) ,+ (xp xv laf 
| (6. 6. 89) 


特例 完毕 ， 

现在 回 到 g 可 以 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 的 情况 。 我 们 对 (6. 6. 88) 式 提供 第 二 个 
证 阴 ， 

《6.6. 86) 式 的 对 逆 申 线 积 分 了 在 1 与 1 十 At 时 刻 的 值 各 为 
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Ld) = | co .df 


nn 


T(t ALt} = | rt AD ee df (Critt At) 《6. 6. 90) 
NA 


这 里 ,了 () 与 f(t 十 A 是 图 6,15 中 在 两 个 时 刻 1 与 1 十 At 的 物质 封闭 曲线 的 位 置 ， 
(6, 6, 90) 两 式 之 差 值 为 
LAD—L0) 一 | [gp 二 AD) 一 gr] df HA (6.6.91) 


Tea 


式 中 
点 一 | girty df — | co "df 


Hs} fp 


对 图 6.15 中 的 条 形 面 域 Aa 应 用 Stokes 变换 公式 (4, 5, 12) ,得 到 
A | ‘gxv) + (df Xv At) 


i 
将 上 式 4A 代 大 (6.6.91) 式 ,可 以 计算 出 以 下 极限 ; 
dr jim Ti At) — I(t) 
dr df 


= |( 梁 ) ar+ | xy (df xv) (6. 6, 92) 
fi ” fn 


可 以 证 明 ( 砚 习题 5.17) 上 式 中 最 后 一 个 线 积分 为 
| xy (df xo) - | ‘(99) df — df (Vo) ew] (6.6.93) 


Rn iin 
利用 关系 式 
df (Veo) rv ito tw vdf= [pr vo) 9] df 
可 将 (6, 6. 93) 化 为 
| exv) , (df xi) = jc (Vp) Hp wT)] dr (6.6.94) 


fn | 


将 (6, 6, 94) 式 代入 (6. 6, 92) 式 ,得 


[这 +o pr a (6.6. 95) 


(6. 6, 95) 式 与 前 面 的 (6. 6. 88) 式 完全 相同 。 以 上 提供 了 对 此 式 的 第 二 个 证 明 。， 

8.6.9.5 张 量 场 函数 在 非 物质 域 上 积分 的 导数 

在 以 上 四 个 小 节 6. 6. 9,1~6. 6.9.4 中 讨论 的 都 是 积分 域 是 物质 的 情况 , 即 作为 积分 
域 的 体积 域 , 面 域 或 封闭 曲线 都 是 由 相同 的 质点 组 成 的 ,积分 域 随 着 其 构成 的 质点 一 起 运 
动 。 在 连续 介质 力学 中 有 时 需要 人 为 地 指定 随 着 时 间 按 一 定 规律 变化 的 积分 域 。 例 如 当 
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人 们 要 推导 “间断 面 "要 满足 的 “间断 条 件 ” 时 ,规定 积分 起 是 由 紧 巾 着 间断 面 两 侧 的 双 面 
所 构成 的 域 。 因 为 间断 面 是 随 着 时 间 变 动 , 癌 时 不 是 物质 的 (换血 话说 ,间断 面 在 连续 介 
质 内 部 位 置 是 变动 的 ,因而 在 不 同 的 时 刻 所 包 会 的 物质 质点 也 不 同 )， 所 以 积分 域 也 不 是 
物质 的 。 

6.6.9.2 至 6.6.9.4 小 节 中 体积 域 . 面 域 及 封闭 曲线 ,作为 积分 域 ,都 假设 是 物质 的 ， 
所 以 求 导 公式 (6. 6, 72), C6. 6.76)( 即 (6. 6.85)), 和 式 (6, 6,88)《 即 式 (6. 6,95)) 的 证 明 
过 程 都 分 别 用 了 体 元 , 面 元 与 线 元 的 物质 求 导 公式 。 但 是 在 这 多 小 节 中 ,我 们 都 同时 提供 
了 求 导 公 式 的 “第 二 个 证 明 *”( 例 如 (6. 6. 85), (6.6, Pe 
积分 域 是 物质 的 。 因 此 若 积 分 域 不 是 物质 的 ,只 要 把 公式 中 出 现 的 质点 速度 矢量 vw 改 为 
我 们 规定 的 积分 域 上 各 点 位 置 变动 的 速度 5 ,这 几 个 公式 仍 热 成 立 。 例 如 ,对 于 非 物质 体 
积 域 u(t) 上 积分 对 时 间 + 的 导数 公式 ,可 异 用 (6. 6. 72) 式 得 到 


Fn = bp (8. 6, 96) 


2 - Nap t+| a vy (6. 6,97) 


区 别 于 (6. 6. 69) 式 中 积分 域 记 作 少 在 (6. 6, 96) 式 中 积分 域 记 作 a( 有 ;以 强调 它 是 “ 非 物 
质 的 >。(6.6. 97? 式 中 导数 记 作 "a73i 而 不 记 作 *d/dt" 以 瞳 示 导数 是 “ 非 物质 的 "。 式 中 
为 表面 a (i)( 图 6.13) 上 省 点 至 表面 att 十 At) 上 各 点 移动 的 速度 。 但 是 注意 ,这 里 a(t) 是 
表示 一 个 随时 间 变 化 的 几何 图 形 ,在 不 同 有 时 刻 上 与 上 一 At 的 曲面 a (2 与 alt 十 AD) 不 是 由 
相同 质点 组 成 的 ,所 以 e( 芍 上 各 点 与 at 十 At 上 各 点 没有 一 一 对 应 的 关系 。 那 么 如 表示 
从 a(5 上 某 一 点 位 到 at 十 Ab 上 哪 一 个 点 位 的 速度 矢量 呢 ? 幸好 我 们 不 需要 回答 这 个 
问题 ,因为 在 (6. 6. 97) 式 中 需要 的 只 是 da， 5 , 即 只 需 v 在 面 元 矢量 de 方向 , 即 面 元 单位 
法 向 矢量 靖 方 向 的 投影 ,= ， PP 可 由 以 下 方法 求 出 ( 见 (6.6. 99) 式 )。 
设 已 知 积分 域 vtz) 的 表面 a(t) 的 运动 方程 为 
Hrst} =0 (6, 6, 98) 
式 中 7 表示 表 曾 a (li) 上 各 点 的 矢 径 。 对 应 于 每 一 时 刻 1,(6. 6,98) 式 给 出 曲面 a( 四 在 空间 
的 方程 ,在 r+ 点 沿 表 画 a tt) 向 外 法 线 方向 的 单位 舌 量 为 


WY 
"=+ TyvT 
式 中 当 与 8 指向 相同 时 , 右 映 了 到" 十 ”号 ,否则 取 " 一 "号 。 将 (6. 6.98) 式 对 时 间 取 导 
数 ,得 到 
ay - 
Ey (oY ) + 由 一 月 


因此 


， 歌 重 分 析 ( 第 2 版 ) 


二 3 二 ov C6. 6. 99) 


想 定 “物质 的 ”与 “ 非 物质 的 "体积 分 域 在 某 t 时刻 是 相同 的 , 即 表 面 att) 相 同 。 把 这 

一 时 刻 " 物 质 的 ”体积 分 对 时 间 + 的 导数 (6.6. ?2) 式 与 “ 非 物 质 的 ”体积 分 对 时 间 的 导数 
(6. 6.96}) 式 相 减 ,得 到 它们 的 差 值 ， 

9d-B lp = Jia Co 5) p= | dane (6. 6. 100) 


和 好 [站 ur} 


式 中 
二 
表示 表面 a(t) 上 各 物质 质点 语 外 法 线 方向 # 相对 二 几何 图 形 a() 的 速度 ， 
节 6. 6,9 的 结果 在 连续 介质 力学 甚至 连续 介质 物理 中 有 非常 重要 的 应 用 。 


习 题 

6.1 设 z ;zy sz 为 Euler 管 卡 儿 直角 坐标 标 , 故 指标 不 分 上 下 。ei eye 为 坐标 方 
向 单位 矢量 。 已 郑 位 移 场 为 utziyzayzryon ,速度 场 为 w(x ,xoyXxast}。 试用 (6. 4. 12) 
与 48.4, 13) 式 (或 (6,4,15) 与 (6.4.17) 式 ) 写 出 矢量 w 对 时 间 z 的 物质 导数 du/idi 的 分 莉 
表示 式 。 

6.2 试用 (6.4.30),(6.4.31) 及 (6.4. 14) 诸 式 写 出 题 6. 1 在 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
系 中 关 量 场 4 对 时 间 上 的 ]aumann 导数 古 的 分 量 表示 式 ， 

43 试用 (6,4.35),(6.4.36) 及 (6.4.13) 诸 式 写 出 是 6,1 在 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
系 中 矢量 场 # 对 时 间 : 的 Oldroyd 导数 wi 的 分 量 表示 式 。 

6.4 试用 (C6,4.42),(6,4,43) 及 (6.4,17) 诸 式 写 出 题 6.1 在 Euler 稍 卡 儿 直 角 毕 标 
系 中 矢量 场 4 对 时 间 : 的 Cotter-Rivlin 导数 wa 的 分 量 表 示 式 。 

6.35 类 似 于 6.1.3 小节 圆柱 坐标 系 中 直接 明正 交 标 准 
化 基 矢 量 的 求 导 公式 推导 质点 速度 与 加 速度 分 量 公式 1 
(6.1,21) 与 (6,1, 22) 的 方法 ,请 用 球 坐 标 系 中 正 交 标准 化 基 
矢量 的 求 导 公 式 (4.9.17) 推 娃 球 坐 标 系 中 质点 速度 与 加 速度 
分 量 公式 。 

6.6 一 端 固定 ,长 度 为 的 缉 下 端 悬 一 质量 为 亚 的 质 
点 ,以 等 角速度 乡 绕 轴 转动 ( 见 图 6, 17) ,绳索 在 运动 过 程 中 始 
终 拉 紧 , 即 + = =0， 

求 : (1) 质点 加 速度 a 的 逆 变 分 量 与 物理 分 量 (通过 9, 


与 上 表达)， 


图 6.17 题 6.6 图 


第 6 这 毕生 场 沿 数 对 参数 的 了 数 Wm 


(2) 当 8 角 增 加 至 一 定 值 时 ,9 二 二 0, 问 此 时 对 应 的 8 角 与 9 的 关系 ,及 绳 中 张 
万 了 . 
6.7 直接 用 正 交 标准 化 基 矢 量 的 求 导 公式 ,由 (6. 3. 10) 式 4= 了 (ov 十 Vw) 导出 


任 柱 坐标 系 中 应 变 率 张 量 4 的 分 量 通过 速度 分 量 的 表达 式 。 
6.8 将 题 6.7 改 为 球 坐 标 系 , 求 4 的 分 量 通 过 玉 度 分 量 的 表达 式 。 
6.9 求 Atmansi 应 蛮 张 量 e( 见 (6, 6. 86) 式 ?对 对 间 上 的 率 。 
6.10 已 知 连续 介质 均匀 拉 伸 变形 ,Eu'er 笛 卡 儿 举 标 zi ,xs ,zz 与 Lagrange 笛 卡 几 
你 标 名 ,名 避 坐标 轴 重 合 ,物体 的 运动 方程 为 
Tl 一 和 十 邦交 
求 6.6.8 节 所 从 例题 中 所 给 出 的 所 有 关于 变形 与 速度 的 矢量 与 张 量 。 
6. 11 设 Lagrange 坐标 为 直 前 坐标 系 各 ,所 ,所 ,Euler 坐标 系 为 图 柱 人 举 株 系 zx] 一 ”， 
好 = 办 性 一 z。 物 体 的 变形 方程 为 
一 站 十 上 0 一 生 ， “一 乌 


在 各, 总 平 击 内 ,物体 为 定形 ,一 as 和 ua, 一 PS 名 六 0 

求 pogFF ,FT, FI UY,R,E,e, 

6.12 利用 变形 梯度 张 量 的 物质 导数 公式 {6.6.25) ,由 线 元 变换 公式 (6, 6,2) 导 出 线 
元 物质 导数 公式 (6.6.17) ,由 面 元 变换 公式 (6. 6. 14) 导 出 面 元 物质 导数 公式 (06. 6. 24)， 

6.13 由 物质 体积 域 上 体积 积分 的 导数 公式 (6, 6. 72) ,导出 质量 积分 的 导数 
公式 (6.6.68)。 

6. 14 ”证 明 (6. 6.34) 式 ， 

[提示 :9 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 。 可 将 g 写作 gp == 鲁 y 的 并 矢 , 其 中 全 为 任意 阶 张 重 
( 含 零 阶 的 标量 ,一 阶 的 矢量 ),Y 为 矢量 ,1 

6.15 由 (6.6.88) 式 证 明 (6.6.89) 式 。 

6. 16 利用 (6. 6.89) 式 , 令 p 二 vv, 证明 速 度 环 景 的 物质 导数 公式 

d 


式 中 全 为 物质 质点 加 速度 ， 
65.17 证 明 (6. 6.93) 式 。 
(提示 ; 见 题 6. 14 提示 。) 
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